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Indledning 
Nærværende opsamlende kappe er blevet til på baggrund af vores deltagelse i Roskilde 
Universitetcenters matematikvejlederuddannelse. Uddannelsen har til formål “at 
videreuddanne matematiklærere i de gymnasiale uddannelser (stx, htx, hhx og hf) til at 
detektere og afhjælpe elevers læringsvanskeligheder i matematik” 1. Man kunne fristes til at 
kalde den en matematikdidaktisk overbygning til didaktikken indeholdt i pædagogikum. De 
tre semestre, som matematikvejlederuddannelsen har varet, har haft hver sin overskrift 
“Begreber og begrebsdannelse”, “Ræsonnementer og bevisførelse” og “Modeller og 
modellering”, og de har mundet ud i tre rapporter “Talforståelse og ligninger”, “Bliver man 
narret, når man vælger at være narrativ?” og “Matematisering og modellering”. 
KOM-rapporten (Niss & Højgaard, 2002) synes at være gennemgående for de tre 
forløb. KOM-rapporten beskriver otte kompetencer, som Niss og Højgaard mener man bør 
besidde for at kunne beherske matematik. Vi vil beskrive de otte kompetencer og gøre rede 
for, hvilken rolle de har spillet for vores arbejde i de tre forløb. Derudover vil vi beskrive 
nogle forskellige modeller til forståelse af elevers begrebsbilleder og begrebsdannelse. Dette 
gør vi for at perspektivere til vores arbejde med at anvende de teorier, som den didaktiske 
litteratur stiller til rådighed for vores rolle som matematikvejledere. Afslutningsvis vil vi 
komme ind på, hvad vi forstår ved rollen matematikvejleder og hvilke opgaver vi forestiller 
os, at det kaster af sig. Herunder vil vi også beskrive de udfordringer, vi mener at kunne løbe 
ind i både organisatorisk og ledelsesmæssigt. 
 
Teori 
Hovedideen med dette afsnit er at indføre de begreber, som vi vil benytte os af i de 
efterfølgende afsnit. Således vil vi gøre rede for begreberne kompetence og 
matematikkompetence herunder de delkompetencer, som udspænder 
matematikkompetence jævnfør KOM-rapporten. Dernæst vil vi gøre rede for henholdsvis 
Skemp’s, Sfards’ og Pirie & Kieren’s modeller for elevers begrebsdannelse. 
 
Matematisk kompetence og kompetenceblomsten 
I KOM-rapporten beskrives kompetence ved “at være i stand til at begå sig med 
gennemslagskraft, overblik, sikkerhed og dømmekraft inden for det pågældende område”. 
På baggrund af den generelle beskrivelse af kompetence defineres matematisk kompetence 
som “at have viden om, at forstå, udøve, anvende, og kunne tage stilling til matematik og 
matematikvirksomhed i en mangfoldighed af sammenhænge, hvori matematik indgår eller 
kan komme til at indgå”. Dernæst defineres én matematisk kompetence ved “indsigtsfuld 
parathed til at handle hensigtsmæssigt i situationer, som rummer en bestemt slags 
matematiske udfordringer”. Der beskrives otte af sådanne, som tilsammen udspænder 
matematisk kompetence. Vi vil kalde dem delkompetencer. De otte delkompetencer er 
selvstændige og rimeligt afgrænsede, men ikke disjunkte, idet der mellem alle er overlap i 
større eller mindre grad. Dette er også illustreret så smukt i kompetenceblomsten. 
                                               
1
 Fra http://www.ruc.dk/institutter/nsm/efteruddannelse/matematikvejlederuddannelsen/  
(set d. 6/1-2015) 
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Her følger en hurtig opremsning af delkompetencernes karakteristika, som vi lægger vægt 
på i denne kappe. 
 
Tankegang 
 - at kunne udøve 
matematisk tankegang 
● Være klar over karakteristiske spørgsmål, stille sådanne 
spørgsmål og have blik for typer af svar. 
● Kende, forstå og håndtere givne matematiske begrebers 
rækkevidde, kunne udvide begreber ved abstraktion og 
kunne forstå hvad der ligger i generalisering af resultater 
og kunne foretage generaliseringer. 
● Skelne (passivt og aktivt) mellem forskellige slags 
matematiske udsagn og påstande og formodninger. 
Problembehandling 
- at kunne formulere og 
løse matematiske 
problemer 
● Kunne opstille (detektere, formulere, afgrænse og 
præcisere) rene/anvendte og åbne/lukkede matematiske 
problemer, kunne løse sådanne matematiske problemer 
(egne og andres og om fornødent på forskellige måder). 
 
Modellering 
- at kunne analysere og 
bygge matematiske 
modeller vedrørende 
andre felter. 
● Kunne analysere grundlag for og egenskaber ved 
foreliggende modeller samt bedømme rækkevidde og 
holdbarhed, kunne afmatematisere (dvs. afkode og 
fortolke modelelementer og -resultater. 
● Kunne udføre aktiv modelbygning. 
● Kunne udføre modelleringens delprocesser, kunne 
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kommunikere med andre om modellen og dens 
resultater, have overblik over og kunne styre 
modelleringsprocessen. 
Ræsonnement 
- at kunne ræsonnere 
matematisk    
● Kunne følge og bedømme et matematisk ræsonnement 
(dvs. en kæde af argumenter) 
● Vide og forstå hvad et matematisk bevis er og hvordan 
det adskiller sig fra andre former for matematiske 
ræsonnementer (fx heuristiske, specialtilfælde), kunne 
afgøre hvornår et matematisk ræsonnement udgør et 
bevis og hvornår ikke (her indgår modeksempler), kunne 
afdække de bærende idéer i et matematisk bevis (skelne 
mellem idé og teknikaliteter). 
● Kunne udtænke og gennemføre informelle og formelle 
ræsonnementer (herunder omforme heuristiske 
ræsonnementer til egentlige beviser). 
Repræsentation 
- at kunne håndtere 
forskellige 
repræsentationer af 
matematiske 
sagsforhold 
● Kunne forstå (dvs. afkode, fortolke og skelne mellem) og 
betjene sig af forskellige slags repræsentationer af 
matematiske objekter, fænomener, problemer eller 
situationer (symbolske, specielt algebraiske, visuelle, 
geometriske, grafiske, diagrammatiske, tabelmæssige 
eller verbale repræsentationer), kunne forstå indbyrdes 
forbindelser mellem forskellige repræsentationsformer 
(kende styrker og svagheder ved disse). 
● Kunne vælge blandt og oversætte imellem forskellige 
repræsentationsformer. 
Symbol- og formalisme 
- at kunne håndtere 
matematisk symbolsprog 
og formalisme 
● Kunne afkode symbol- og formelsprog, kunne oversætte 
frem og tilbage mellem symbolholdigt matematisk sprog 
og naturligt sprog, kunne behandle og betjene sig af 
symbolholdige udsagn og udtryk (herunder formler). 
● Have indsigt i karakteren af og spillereglerne for formelle 
matematiske systemer (typisk aksiomatiske teorier). 
Kommunikation 
- at kunne kommunikere 
i, med og om matematik 
● Kunne sætte sig ind i og fortolke andres 
matematikholdige skriftlige, mundtlige eller visuelle 
udsagn og tekster. 
● Kunne udtrykke sig på forskellige måder og på forskellige 
niveauer af teoretisk eller teknisk præcision herom. 
Hjælpemiddel 
- at kunne betjene sig af 
og forholde sig til 
hjælpemidler for 
matematisk virksomhed 
(inkl. it) 
● Have kendskab til og kende muligheder og 
begrænsninger ved og kunne betjene sig af 
hjælpemidler. 
 
Der er tre dimensioner i besiddelsen af kompetencerne, nemlig dækningsgraden, 
aktionsradius og det tekniske niveau. Dækningsgraden omhandler aspekterne i en 
kompetence. Hvis man mestrer mange aspekter i en kompetence, så har man en høj 
dækningsgrad i den pågældende kompetence. Hvis man fx både kan læse og forstå andres 
symbolsprog, og man selv er i stand til at skrive symbolsprog, så har man en højere 
dækningsgrad i symbol- og formalismekompetencen end én, der kun kan læse andres 
symbolsprog. Aktionsradius omhandler de sammenhænge og situationer man kan aktiverer 
en kompetence i. Hvis man kan modellere inden for både algebra og geometri, så har man 
en større aktionsradius i modelleringskompetencen end én, der kun kan modellere lineære 
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sammenhænge. Endelig omhandler det tekniske niveau hvor avanceret matematik man kan 
bringe i spil inden for en kompetence. Hvis man fx kan modellere en eksponentiel 
sammenhæng både vha. af enkeltlogaritmisk papir og vha. computerprogrammer, så har 
man et højere teknisk niveau i hjælpemiddelkompetencen end én, der kun kan modellere 
sammenhængen vha. computerprogrammer. 
Begrebsdannelse 
Der findes flere modeller for hvordan begrebsdannelse sker. Her vil vi gennemgå Skemp, 
Sfard og Pirie og Kierens modeller. 
 
Skemp deler forståelsen af begreber op i tre niveauer. Niveauerne er instrumental 
forståelse, relationel forståelse og logisk forståelse. Den instrumentale forståelse (Skemp, 
1976) dækker primært over, når man kan anvende men ikke forstå. Sfard omtaler det som 
regler uden årsag. Fordelen ved instrumental forståelse er, at man hurtigt kan tilegne sig 
begreber og lave efterligningsaktiviteter, men ulempen er, at man ikke nødvendigvis kan 
huske begreberne; man kan ikke forstå dem til bunds, og man kan ikke drage nye 
konklusioner. Når man stræber efter at forstå nye begreber, opnår man relationel forståelse. 
Der er mere arbejde i at opnå den relationelle forståelse, men man er mere tilpasningsdygtig 
over for nye problemer, og det er lettere at huske begreber med dette højere niveau af 
forståelse. Ofte motiveres den relationelle forståelse af tilfredsstillelsen ved at opnå den.  
Først i en senere artikel (Skemp, 1979) udvider Skemp med det tredje niveau af 
forståelse: Logisk forståelse - som dækker evnen til at demonstrere, at det påståede følger 
af logisk nødvendighed. I denne artikel udvides forståelserne endvidere med en 
underinddeling i intuitiv og refleksiv mental aktivitet.  
 
 
 
Den intuitive aktivitet opererer på fysiske objekter, mens den refleksive aktivitet opererer på 
mentale objekter. Læring er inkluderet i den refleksive aktivitet.  
I den instrumentale forståelse ses intuitionen fx, når man kan anvende regler 
mekanisk uden at tænke meget over det - endsige forstå det. Der kan fx være tale om 
addition. Hvis man forsøger at kombinere to regler uden egentlig at forstå nogen af reglerne, 
så er det et eksempel på refleksiv mental aktivitet med en instrumentel forståelse. 
Intuitionen kan spille en vigtig rolle i den relationelle forståelse, da man intuitivt kan 
have begreb om en struktur i et problem uden at fx regne på det. Faktisk er analyser og 
beviser udviklet netop for at teste og kontrollere disse intuitive ideer. Elever der forsøger at 
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verificerer resultater, som fx kombination af regneregler, er refleksivt mentalt aktive med en 
relationel forståelse. 
Selv i den logiske forståelse er det muligt at være intuitiv, da også børn kan 
gennemskue simple syllogismer: Alle hunde har haler, dette dyr er en hund, derfor har dette 
dyr en hale. Hvis man også kan tegne Venn diagrammet for ovenstående slutning, så er det 
et eksempel på refleksiv mental aktivitet med logisk forståelse. 
 
Skemps forklaring af begrebstilegnelse eller begrebsforståelse går fra en lavere forståelse til 
en højere forståelse i tre trin. Sfard (Sfard, 1991) gør noget lignende og alligevel ikke det 
samme. Hun opererer med to typer af matematikopfattelser - en operationel og en strukturel 
type. I den operationelle opfattelse forstår man begreberne som processer eller algoritmer, 
og i den strukturelle opfattelse forstår man begreberne som objekter. Eksempelvis kan 
funktioner opfattes operationelt, idet det er en måde at komme fra én mængde af tal til en 
anden mængde af tal, men man kan også opfatte funktioner strukturelt som en mængde af 
ordnede par. Det giver sig selv, at den strukturelle opfattelse er statisk, mens den 
operationelle opfattelse er dynamisk.  
I begrebsdannelsen kommer den operationelle opfattelse før den strukturelle. Faktisk 
er der en dyb ontologisk kløft mellem de to typer af begrebsopfattelse. Det kan føre til den 
fejlagtige opfattelse, at den strukturelle opfattelse af begreber er finere end den 
operationelle, og her afviger Sfard fra andre didaktikere, idet hun siger, at de to opfattelser er 
komplementære. Begge opfattelser er uundværlige for at opnå en dyb forståelse af 
matematik. Sfard redegør bl.a. for, hvorledes de to typer af opfattelser har alterneret i den 
historiske udvidelse af talbegrebet. Først forstås de naturlige tal operationelt, siden 
strukturelt; når den strukturelle forståelse af de naturlige tal er på plads, kan vi gå i gang 
med at forstå de positive brøker operationelt og siden strukturelt osv. med de positive 
irrationelle tal, de negative tal og de komplekse tal. I begrebsdannelsen må der først være 
en proces på kendte objekter, så opstår der en idé om at gøre processen til en selvstændig 
størrelse, og endelig opstår evnen til at se det nye begreb som et objekt. De tre stadier i 
begrebsdannelsen kalder Sfard hhv. internalisering, kondensering og reificering. 
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De to første stadier minder om Skemps instrumentelle og relationelle forståelse. Sfard siger, 
en proces er internaliseret, når man kan udføre den på repræsentationer. Subtraktion er fx 
internaliseret, når man ikke længere behøver fjerne fem objekter fra en gruppe på syv 
objekter, men man blot kan udføre regnestykket 7 − 5. Fra en proces er internaliseret, er der 
en glidende overgang til, at den er kondenseret. Når en proces er kondenseret, er man i 
stand til at tænke mere på processen som et hele, og man føler sig ikke nødsaget til hele 
tiden at gå i detaljer. I tilfældet med de negative tal, så kan kondensation spores, hvis man fx 
er i stand til at kombinere subtraktion med andre regningsarter. Frem mod reificering af 
begreber er der ikke nogen glidende overgang. Reificering sker ved et kvantespring, eller det 
vi også kender som aha-oplevelser. Ordet reificering kan bedst oversættes med 
“tingsliggørelse”. De negative tal er reificeret, når de eksisterer på lige fod med de positive 
tal, og en tegning af tallinjen kan være med til at tingsliggøre de negative tal. 
Man kan nu spørge om det virkelig er nødvendigt at have en strukturel opfattelse af 
matematiske begreber. Er det ikke nok at opfatte dem operationelt? Hertil giver Sfard 
eksempler på, at det er pladsbesparende i hjernen, når man opfatter noget strukturelt, man 
får overblik, og man kan hurtigere gennemskue problemers løsning. 
 
Den sidste model for begrebsforståelse, vi vil behandle her, er meget anderledes. Her er der 
ikke tale om nogen lineær bevægelse fra lavere forståelse til højere forståelse, men der er 
tale om komplekse og forskellige veje til en højere forståelse. Et diagram for Pirie og Kierens 
model (Pirie&Kieren, 1994) er følgende figur: 
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Den inderste cirkel er udgangspunktet. Det er den viden, man formodes at have om et givent 
emne. Selv om udgangspunktet kaldes primitiv viden, så er det ikke ensbetydende med, at 
det er lav matematik. Når man begynder at skelne i den tidlige viden og bruge den på nye 
måder, så rykker vi ind i det næste lag, som kaldes billeddannelse. Hvis man ikke behøver at 
operere på fysiske objekter, men kan nøjes med at operere på mentale objekter, så kan vi 
sige, vi har dannet billedet, og vi er i tredje lag - billedejerskab. Kombinerer man aspekter af 
billedet og konstruerer relevante egenskaber, så rykker vi ud i laget “opdage egenskaber”, 
og når metoder og fælles kvaliteter udkrystalliseres, er vi i formaliseringslaget. Hvis man nu 
begynder at reflektere over og koordinere den formelle aktivitet, således så man kan 
udtrykke aktiviteten som sætninger, så er vi rykket endnu et lag ud, nemlig til 
observationslaget, og er man her i stand til at tænke på de formelle observationer som teori, 
så er vi nået til strukturering. Endelig er der det sidste lag - “opfinde”, som man rykker ud i, 
hvis man begynder at skabe nye spørgsmål, der kan føre til ny matematik. 
Modellen har tre vigtige særpræg. Man behøver ikke hele tiden være bevidst om 
processer i de indre lag, Pirie og Kieren kalder dette for “behøver-ikke-grænsen”. Det andet 
særpræg indebærer, at man kan vende tilbage til tidligere niveauer, når man står over for et 
problem man ikke kan løse. Dette kaldes “at folde tilbage”. Aktiviteten på det tilbagefoldede 
niveau er ikke identisk med tidligere, den er nu informeret og formet af de ydre niveauers 
interesser og forståelse. Det sidste særpræg gør modellen interessant i forbindelse med 
undersøgelser af elevers forståelsesniveau, og hvordan man tilskynder til vækst. Pirie og 
Kieren forklarer, at vækst i forståelse sker, når man bevæger sig frem og tilbage mellem at 
man handler og udtrykker sig. Dette er det tredje særpræg, og det kræver en lille ændring af 
diagrammet: 
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Cirklerne er nu delt op med tilføjelse af udsagnsord. Det ene er handlende, det andet er 
udtrykkende. 
Lad os se på et eksempel. En klasse med 14-årige blev sat til at lave tabeller over 
andengradspolynomier og tegne deres grafer i intervallet [−3,3]. Den primitive viden læreren 
forudsatte her, var kendskab til at lave tabeller og plotte punkter i et koordinatsystem og 
tegne grafer. Det nye begreb var andengradspolynomier. Eleverne gik nu alle i gang med 
billeddannelse, mere specifikt gik de i gang med den handlende del “image doing”. For at 
undersøge om eleverne opfattede graferne som et hele, stillede læreren dem følgende 
spørgsmål: “Undersøg om (−2,20) ligger på grafen for  = 3 + 1”. 
 
 
Nogle elever tilføjede blot punktet efter det sidste (det midterste tilfælde i figuren). Disse 
elever var stadig i “image doing”. Andre elever slettede noget af grafen og indlemmede det 
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nye punkt (det højre tilfælde på figuren). Disse elever var i gang med “image reviewing”, de 
var stadig i gang med billeddannelsen, men de var begyndt at overveje, hvordan det færdige 
billede skulle se ud, de havde dog endnu ikke knyttet det til en idé om, hvordan 
andengradspolynomier skal se ud. Begge disse grupper af elever havde brug for at tegne 
flere andengradspolynomier. 
Der var også elever, der udtrykte mishag med tilføjelsen af det nye punkt i stil med 
“Det kan ikke passe”. Disse elever demonstrerede, at de var kommet længere i deres 
forståelse. De var kommet til et billedejerskab, nærmere bestemt “image seeing”. Elever der 
også kunne udtrykke formodninger om hvorfor, det ikke kunne passe, i stil med “Jeg troede 
den skulle være u-formet”, var kommet til “image saying”. 
 
Der er tre klasser af indgriben, som lærere kan gøre brug af for at fremme elevers vækst: 
Den provokerende, som får eleverne til at rykke udad i cirklerne, den invokative som får 
eleverne til at folde ind i cirklerne for at øge eller ændre deres billede, og validering som 
tillader læreren at se elevens eksisterende viden, eller som får eleven til at bekræfte 
eksisterende viden. 
 
De tre forløb og kompetencer 
I dette afsnit vil vi - i omvendt kronologisk rækkefølge - komme ind på hvilke kompetencer, 
der har været på spil i de tre forløb, vi har været igennem. Vi vil også komme ind på hvilke 
roller andre kompetencer kunne have spillet.  
 
Vi lægger altså ud med det sidste semesters forløb “Modeller og modellering”. Det er oplagt, 
at modelleringskompetencen har været i spil i den tredje af vores rapporter “Matematisering 
og modellering”. Vi vil her dvæle lidt ved modelleringskompetencen og gøre rede for, at man 
kan se den som en slags overkompetence. Det skal ikke forveksles med de i KOM-rapporten 
nævnte overkomptencer, som de otte delkompetencer inddeles i, men at besiddelsen af 
modelleringskomptencen i større eller mindre grad forudsætter besiddelse af de andre syv 
delkompetencer. I vores tredje rapport “Matematisering og modellering” brugte vi Mogens 
Niss’ modelleringscyklus (Niss, 2010), som er gengivet (oversat til dansk) herunder. 
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Blomhøj og Jensen udvider denne med en sjette delproces, som er validering af modellen 
(Blomhøj & Jensen, 2003). Blum og Ferri benytter en model med endnu en udvidelse som er 
præsentation (Blum og Ferri, 2009). En repræsentation af deres model ses herunder. 
 
 
 
Vi finder denne sidste cyklusudvidelse relevant i undervisningssammenhænge, og derfor vil 
vi benytte den i følgende redegørelse. Nedenstående figur viser vores opfattelse af, hvilke 
delkompetencer der kan være i spil i de enkelte delprocesser.  
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Figuren skal læses sådan, at delprocessen præmatematisering ofte forudsætter 
tankegangskompetence. Det skal ikke forstås sådan, at det er den eneste delkompetence, 
der er eller kan være i spil i præmatematiseringen. Omvendt ses at delkompetencerne kan 
være i spil i flere delprocesser af modelleringscyklen. Fx. ses at symbol- og 
formalismekompetencen kan være i spil i både matematisering og afmatematisering. Figuren 
illustrerer det, vi mener med, at modelleringskompetencen kan betragtes som en 
overkompetence, idet alle andre delkompetencer kan være i spil i udfoldelse af 
modelleringskompetencen. Det vil sige at for at besidde modelleringskompetencen, kan man 
hævde, at man skal besidde alle andre delkompetencer. Da vi i rapporten særligt 
beskæftigede os med delprocessen matematisering, kunne vi ifølge vores figur have 
arbejdet med problembehandlingskompetencen og symbol- og formalismekompetencen. Af 
de to kompetencer fokuserede vi dog kun på symbol- og formalismekompetencen, da 
eleverne ikke har lige så store udfordringer i den mere veltrænede 
problembehandlingskompetence. Vores idé var at italesætte modelleringscyklen og lade 
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eleverne træne modelleringens processer på enkle holistiske modelleringsopgaver. Målet 
med dette var at styrke de dele af modelleringskompetencen, der handler om selv at kunne 
modellere. Desuden ønskede vi at styrke enkelte elevers symbol- og formalismekompetence 
ved at støtte dem i matematiseringsfasen, når der skulle indføres symboler og skrives 
ligninger. Som nævnt ovenfor kunne vi have fokuseret på en hvilken som helst kompetence i 
denne rapport og have forsøgt at dygtiggøre eleverne, men i stedet for at opremse dem alle, 
vil vi blot fremhæve muligheden for at arbejde med tankegangskompetencen. 
Tankegangskompetencen er interessant i forbindelse med præmatematiseringen, da 
eleverne her skal have blik for hvilken type af matematik, der kan tænkes at være nyttig i 
forbindelse med det givne modelleringsproblem - også kaldet iværksat foregribelse. Vores 
medstuderende i gruppe 8 har lavet et interessant spil til træning af iværksat foregribelse i 
modellering. Spillet består af 5 ⋅ 9 brikker, hvor en model optræder i fem forskellige 
repræsentationer: Graf, ligning, differentialligning, en narrativ beskrivelse af 
problemet/modellen og en narrativ beskrivelse af funktionens karakteristiske egenskaber. 
Elevernes opgave er så at koble de forskellige brikker sammen til ni “stik”. Det er svært at 
undgå at se, at der er et stort overlap til træning af repræsentationskompetencen i dette spil. 
 
Det andet semester om ræsonnementer og bevisførelse mundede ud i rapporten “Bliver man 
narret, når man vælger at være narrativ?” Titlen på rapporten er ikke identisk med 
problemformuleringen, men ordspillet peger på, at mange elever præsenterer 
ræsonnementer i en fortællende form, selv om det i nogle tilfælde ville være oplagt med 
symbolske argumenter. Vores ønske i dette semester var at flytte elever fra et empirisk 
bevisskema til et deduktivt bevisskema. Endnu en gang er hovedkompetencen i rapporten 
oplagt, det er selvfølgelig ræsonnementskompetencen; men også 
repræsentationskompetencen var i centrum, da vi arbejdede med Duval registermodel og 
skift i repræsentationsformer. Eleverne skulle genkende bevisskemaer og 
fremstillingsformer, og de skulle oversætte forskellige små resultater og udsagn mellem 
disse forskellige bevisskemaer og fremstillingsformer. Der er her et stort overlap til 
kommunikationskompetencen. Da vores ydmyge ønske var, at få eleverne til at bruge flere 
symbolske argumenter, så kunne interventionen også have vægtet symbol- og 
formalismekompetencen. 
 
“Begreber og begrebsdannelse” var emnet i det første semester, og problematikken i den 
første rapport “Talforståelse og ligninger” var, om elevernes begrænsede talforståelse havde 
nogen indflydelse på deres ringe evner til at løse ligninger. Vi brugte ikke specifikt 
kompetencebegrebet i dette forløb, men da meget af interventionen handlede om aritmetiske 
og algebraiske ligninger, ville symbol- og formalismekompetencen være det naturlige valg. 
Man kunne evt. arbejde med at oversætte udsagn formuleret i naturligt sprog til matematiske 
udsagn og ligninger. Problemet om Diofants alder2 og lignende problemer kan måske 
motivere eleverne til at lære symbol- og formalismekompetencen, da disse problemer 
åbenlyst løses lettere med symbolsprog. 
 
Mangler i symbol- og formalismekompetencen ser altså ud til at være gennemgående for de 
problemer, vi identificerer hos eleverne, og det er vel ingen overraskelse. 
 
                                               
2
 http://da.wikipedia.org/wiki/Diofant  
15 
 
Vores rolle som matematikvejledere 
En måde at angribe vores rolle som matematikvejledere kan være at tage udgangspunkt i 
kompetencebegrebet og begrebsdannelsen som omtalt ovenover. Som vi ridser op i forrige 
afsnit, har det været muligt at anskue de tre forløb med kompetencebriller, og ikke mindst 
hvilke kompetencer (altså manglen på besiddelse af kompetencer) der har givet anledning til 
specifikke vanskeligheder for de elever, som vi har arbejdet med. For sådan nogle som os, 
kan det være gavnligt at systematisere det, hvilket er illustreret i nedenstående figur.  
 
 
 
Som med andre figurer, vi selv har lavet i nærværende kappe, skal man tage denne med et 
gran salt. Lad os forklare figuren. I det tredje forløb om modellering nævner vi i rapporten 
muligheden for at afdække elevers vanskeligheder med modellering ved at benytte Galbraith 
& Stillmans skema til identifikation af snublesten i modelleringsprocessen (Galbraith & 
Stillman, 2006). Vi benytter ikke dette i forløbet, da vi zoomer ind på 
matematiseringsdelprocessen og i den forbindelse symbol- og formalismekompetencen, 
men man kunne forestille sig i et større perspektiv, at skemaet kunne komme til gavn i 
identifikationen af snublesten for en klasse eller måske for en hel årgang. I det andet forløb 
om beviser og bevisførelse kiggede vi blandt andet på skift mellem forskellige 
repræsentationer af matematiske argumenter (herunder især beviser) og bevisskemaer. At 
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kunne skifte mellem forskellige repræsentationer er en del af repræsentationskompetencen. 
Som værktøj til det brugte vi Duvals registermodel (Duval, 2006). Bevisskemaer (Harel & 
Sowder, 2007) er en taksonomi for kvaliteten af beviser, og det at have blik for kvaliteten af 
beviser ligger i ræsonnementskompetencen. I det første forløb om begreber og 
begrebsdannelse arbejdede vi med Sfards model for begrebsdannelse, som tidligere nævnt. 
Vi kunne også have brugt Skemps og/eller Pirie & Kierens modeller, som er beskrevet i 
teoriafsnittet. Figuren illustrerer altså, at der til forskellige delkompetencer kan findes 
didaktiske modeller, som kan bruges til at beskrive og forstå elevers vanskeligheder med 
selvsamme kompetencer. Figuren viser også, at der inden for en delkompetence kan være 
flere forskellige didaktiske modeller. Det betyder at vi som matematikvejledere kan drage 
gavn af viden om, at der dels findes didaktiske modeller og dels flere didaktiske modeller 
med samme omdrejningspunkt og ikke mindst styrker og svagheder ved disse. Man kan 
måske meget karikeret sammenligne det med en håndværker, der til en bestemt type 
reparation kan bruge flere forskellige typer værktøjer, men ofte vil der være et værktøj, der 
løser opgaven lettere end andre. Omvendt vil forskellige matematikvejledere kunne bruge 
forskellige didaktiske modeller i en konkret situation, idet vi trods alt er forskellige. Det 
samme gør sig gældende i håndværkeranalogien. 
 
I arbejdet med at diagnosticere eleverne har vi i de tre forløb forsøgt to forskellige 
diagnosticeringsformer. Vi har som oftest brugt interview af enkeltelever, men har også 
prøvet et gruppeinterview. Vores erfaring er, at man kan komme dybere i diagnosticeringen 
med interview af enkeltelever. Det er dog også mere tidskrævende end et gruppeinterview. 
Ved et gruppeinterview bør man sikre sig, at gruppens konstellation er af en sådan karakter, 
at de enkelte elever i gruppen føler sig trygge til at tale frit. Omvendt skal gruppen heller ikke 
være så sammentømret, at det går op i hat og briller, hvilket lidt var tilfældet i 
gruppediagnosticeringsinterviewet, som er beskrevet i vores tredje rapport om modellering. 
De forskellige didaktiske modeller for begrebsdannelse er her i diagnosticeringen særligt 
nyttige til afkodning af elevernes begrebsforståelse. Vi har kun benyttet Sfard model med 
operationel og strukturel forståelse i det første forløb, men som nævnt kan der være stor 
værdi i at kunne benytte de andre didaktiske modeller i nye situationer. Specielt ser vi frem 
til at anvende Pirie og Kierens ikke-lineære model med provokerende og invokativ indgriben. 
 
Også i interventionen har vi forsøgt forskellige metoder. Intervention af enkeltelever, 
gruppeintervention og klasserumsintervention. Med den begrænsning af ressourcer på 
gymnasierne (samt mange andre statslige og kommunale institutioner), der finder sted i 
disse år, vil intervention af enkeltelever måske af nogle rektorer blive begrænset til et absolut 
minimum. Vi må nok forvente at skulle praktisere gruppeintervention og 
klasserumsinterventioner i højere grad. Man kan let forestille sig, at interventionen finder 
sted på en større gruppe sammensat af elever fra forskellige klasser - elever som er fundet 
på baggrund af en detektionstest foretaget på flere klasser (måske endda en hel årgang). 
Intervention af enkeltelever er oftest en fordel, da man som vejleder hele tiden kan følge 
elevens matematiske udvikling på tæt hold. Det er ideelle betingelser for hele tiden at tilrette 
interventionen til lige netop den elev, man sidder med. De begrænsede ressourcer gør det 
dog nødvendigt at overveje, om intervention af enkeltelever altid er mest hensigtsmæssigt. 
Med gruppe- og klasseintervention kan flere hjælpes på én gang, men måske bliver 
kvaliteten også derefter, da den enkeltes behov kan drukne i mængden. Det kan desuden 
også være nødvendigt at overveje, om man vil/kan hjælpe alle elever. Klientellet spænder 
fra elever med et næsten fraværende begrebsapparat over B- og A-niveau-elever, der med 
17 
 
den rette hjælp kan komme til at bestå eksamen, til ellers dygtige elever der uvidende bærer 
rundt på misforståelser, som forhindrer dem i matematiske toppræstationer.  
Der kan også ligge overvejelser af mere skolepolitisk karakter til grund for 
vejledningen. Hvad får rektor til at opretholde matematikvejlederfunktionen på skolen? Er det 
reklameværdien på hjemmesiden, og dermed løftet om at hjælpe svage elever, eller er det 
gennemførselsprocenten? I sidste tilfælde skal man nok satse på at hjælpe B-niveau-
eleverne, da der til denne eksamen er en ret høj dumpeprocent. 
 
En lidt mere kontroversiel opgave, som man kan komme ud for som matematikvejleder, er 
vejledning af matematikkollegerne. Vi kalder det en kontroversiel opgave, for det vil 
unægteligt for mange matematikkolleger være grænseoverskridende at skulle vejledes af en 
kollega, selvom denne vejledning vil have et andet indhold end faglig matematik. Omvendt 
vil det nok også være akavet for vejlederen at stille sig op som bedrevidende. Man kan dog 
forestille sig, at denne vejledning kan komme på banen på forskellig vis. Det kan være i form 
af et supervisionsforløb, hvor matematikvejlederen er fluen på væggen i undervisningen og 
efterfølgende coacher kollegaen i forskellige interventioner af klassen. Det kan være i form 
af enkelte møder med vejledning i forskellige interventionsforløb. Det kan være i form af 
præsentationer af den didaktiske litteratur inden for bestemte emner (eventuelt til 
faggruppemøder). Fra ledelsen på gymnasierne vil det helt sikkert være et ønske, at det 
faglige niveau i langt højere grad end tidligere bliver løftet, og at dette skal gøres med så få 
resurser som muligt. Så mon ikke matematikvejledere rundt omkring vil blive prikket på 
skuldrene og blive bedt om at sørge for at give kollegerne et didaktisk løft, så de igen kan 
løfte elevernes niveau? 
 
Konklusion 
Vi har ovenfor forsøgt at lade KOM-rapportens kompetencer danne grundlag for denne 
kappe og dermed som samlende ramme for vores arbejde i de tre forløb. Det har givet os 
mulighed for at se på anvendelse af forskellige didaktiske modeller og teorier, idet vi 
relaterer dem til enkelte delkompetencer. Som en sidegevinst har vi anskuet 
modelleringskompetencen som en slags overkompetence, og man kan dermed argumentere 
for at bygge matematikundervisningen mere op omkring matematisk modellering, da vil de 
resterende delkompetencer bliver dækket næsten automatisk. Derudover har vi set, 
hvorledes man til arbejdet med at diagnosticere eventuelle snublesten inden for de enkelte 
delkompetencer kan benytte forskellige didaktiske modeller. I denne kappe har vi som 
eksempel brugt de tre modeller til forståelse af begrebsdannelse, som står i relation til 
tankegangskompetencen. Vi har afslutningsvis diskuteret, hvilke opgaver vi som 
matematikvejledere kan komme ud for, og hvilke forhindringer og begrænsninger vi kan se 
komme. Men forhindringer og begrænsninger skal dog ikke stoppe os, vores motivation og 
udholdenhed er så lang som hærvejen! 
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Rapport 1, side 3 
Indledning 
Fokus, i denne første rapport i forbindelse med matematikvejlederuddannelsen på 
RUC, ligger i spændingsfeltet mellem begrebsdefinitioner i matematik, og de 
opfattelser (billeder) som elever danner af begrebsdefinitionerne. Blandt andre Shlomo 
Vinner har undersøgt hvilke misforståelser, der kan være hos elever i deres opfattelse 
af en begrebsdefinition (f.eks. Tall & Vinner, 1981 eller Vinner & Dreyfus, 1989). I det 
følgende vil vi (Marianne Weye Sørensen herefter benævnt med initialerne MW og 
Jacob Allerelli herefter benævnt med initialerne JA) beskrive processen og resultatet af 
at have undersøgt nogle elever for specifikke vanskeligheder med forståelsen af 
talbegrebet og ligninger, herunder om vanskeligheder med forståelse af 
ligningsbegrebet og evnen til at behandle ligninger bunder i vanskeligheder med 
forståelse af talbegrebet. Rapporten er bygget op på følgende måde: Først vil vi 
beskrive resultaterne af detektionstesten og med baggrund deri gøre rede for de valgte 
emner talforståelse og ligninger og desuden de udvalgte elever og derved komme 
frem til en egentlig problemformulering. Herefter vil vi beskrive diagnosticeringen af de 
udvalgte elever igennem detektionstesten og diagnosticeringsinterviewene. Derpå 
følger en behandling af udviklingen af interventionsforløbet og interventionstesten, der 
skulle vise om interventionsforløbet har haft en positiv indvirkning på elevernes 
talbegrebsforståelse og evne til at løse ligninger. Afslutningsvis vil vi diskutere 
resultaterne af denne undersøgelse og forsøge os med en konklusion. 
 
Undersøgelse af detektionstest 
For at detektere elever med specifikke matematikvanskeligheder indenfor områderne 
talforståelse, algebra, ligninger og funktioner, har vi givet detektionstest 1 (57 
spørgsmål fra professoren) til 3 hold på Middelfart Gymnasium og HF (herefter 
benævnt MG) samt 1 hold på Midtfyns Gymnasium (herefter benævnt MfG).  
 
De tre hold, der har fået detektionstesten på MG, er et 1.hf niveaudelt matematik C-
niveau hold, som består af den fagligt bedre halvdel af 2 hf klassers elever (holdet 
hedder 1h ma2), et 2.hf matematik B-niveau valgfagshold (holdet hedder 2hf Ma) og et 
3.g matematik A-niveau valgfagshold (holdet hedder 3g MA2). Eleverne på de tre hold 
har altså vidt forskellige forudsætninger for at besvare de enkelte delspørgsmål i 
detektionstesten. Holdet 1h ma2, som undervises af JA, havde ikke på tidspunktet for 
testen arbejdet formelt med nogle af de fire områder. Dvs. hvad de måtte have af 
formel forhåndsviden om tal, algebra, ligninger og funktioner kommer udelukkende fra 
folkeskolen. Holdet 2h Ma2, som ligeledes undervises af JA, havde på tidspunktet for 
testen arbejdet struktureret med algebra i løbet af 1.hf og kun delvist struktureret med 
ligninger i løbet af 1.hf. Delvist struktureret forstået på den måde, at de endnu ikke 
havde stiftet bekendtskab med formelle definitioner af ligninger og løsning til ligninger, 
men havde stiftet bekendtskab med ligningsløsning, hvor der opereres på begge sider 
af lighedstegnet med algebraiske omskrivninger. Holdet havde ikke arbejdet formelt 
med funktioner. I 1.hf stifter man dog bekendtskab med den lineære sammenhæng, 
den eksponentielle sammenhæng og potenssammenhængen, men altså ikke 
funktioner som begreb. Holdet 3g MA2 undervises af en kollega til JA, som havde 
givet tilsagn om at lade sine elever få detektionstesten. Holdet består mestendels af 
elever fra en studieretning med samfundsfag A, matematik B og kemi B. Eleverne på 
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holdet har haft et ønske om at opgradere matematik B til et matematik A-niveau. På 
MfG har 2xy MA fået testen. De undervises af MW, og de har matematik på A-niveau i 
studieretningen. De har været igennem forløb om funktioner i 1.g, men de har ikke haft 
et isoleret forløb om førstegradsligninger. Førstegradsligninger har blot været 
behandlet under andre emner, når det har været relevant.  
 
Testen består af 57 spørgsmål med i alt 72 delspørgsmål. Af de 72 delspørgsmål har 
vi udset os, at 22 har at gøre med talforståelse, 30 med algebra, 16 med ligninger og 
11 med funktioner. Der er 7 delspørgsmål med overlap imellem to områder. For 
samtlige elever, der har fået detektionstesten på MG og MfG, er andelen af korrekt 
besvaret delspørgsmål for hvert område samt den samlede andel korrekte svar 
beregnet, og resultaterne for de enkelte elever kan ses i bilag 1. For overblikkets skyld 
er her en figur, der viser alle elevernes resultater for hvert område og samlet som 
boksplots. Her står T for “tal/talforståelse”, A for “algebra”, L for “ligninger” og F for 
“funktioner”. 
 
 
 
Figuren viser, at der er en stor spredning i elevernes evner inden for de forskellige 
områder. Medianerne ligger alle omkring 55% rigtige, og de 50% i mellemgruppen 
(altså boksen i diagrammerne) ligger i alle tilfælde ca. mellem 40% og 70% rigtige 
svar. Eleverne klarer sig altså i gennemsnit jævnt i de forskellige discipliner, men for 
den enkelte elev kan der være store forskelle. Dette giver anledning til at kigge 
nærmere på nogle udvalgte elever. 
Beskrivelse af elever fra MG 
Forud for afholdelsen af detektionstesten blev nogle kandidater blandt eleverne efter 
lærerens egen vurdering udpeget, som værende elever med specifikke 
matematikvanskeligheder.  
 
På MG blev Brian fra 2h Ma og Sarah fra 1h ma2 udpeget. Af bilag B1-b ses, at elev 
nr. 5 (Brian) har få rigtige i især talforståelse og ligninger. Af bilag B1-a ses, at elev nr. 
17 (Sarah) har få rigtige i især talforståelse (og ligninger). Vurderingen er at eleverne 
var korrekt udpeget på forhånd. Både Brian og Sarahs resultater viser, at de har 
tydelige vanskeligheder. 
 
Efter testen, og på baggrund af resultaterne, blev yderligere et antal elever udpeget til 
diagnosticering. Herunder ses de udpegede elever fra MG og deres resultater. 
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Af de samlede resultater, som ses i Bilag 1, vil yderligere et par elever kunne udtages, 
men det er ikke gjort for at begrænse og fokusere det yderligere arbejde. Af de 
udvalgte elever har Signe ikke reageret på henvendelserne om diagnosticering for 
specifikke matematikvanskeligheder med ligninger. Sanne har ytret ønske om hjælp til 
udredning, af de vanskeligheder hun har, men har gentagne gange ikke mødt op til 
aftalte tidspunkter. Hun betragtes nu som værende ikke interesseret i yderligere 
udredning. Sarah er i udredning for vanskeligheder med tal og talforståelse. Her kan 
ganske kort nævnes, at Sarah mener 3.15 > 3.2, da 15 > 2. Så der foreligger et meget 
klart og konkret arbejde med at hjælpe Sarah til at forstå positionssystemet. Muamer 
og Brian er udvalgt som elever med specifikke vanskeligheder i både talforståelse og 
ligninger, og de vil blive beskrevet yderligere i det følgende.  
 
Brian (2h Ma) 
Brian har valgt matematik på B-niveau i HF. Han håber på en karriere i det private, 
hvor han efter eget udsagn får brug for matematik på B-niveau. Det skal bemærkes, at 
Brian er født i 1975 og har været på arbejdsmarkedet før han startede på HF. JA 
underviste Brian på matematik C-niveau i 1.hf og vurderer, at hans niveau var noget 
under middel. JA var dog også bekymret for Brians faglige niveau i forbindelse med 
valget om at følge matematik på B-niveau. Brians resultater i testen viser da også, at 
han har vanskeligheder i alle områder. Det er for Brian også JA’s vurdering, at det 
beror på gæt og held, at han tilsyneladende er bedst i funktioner. Brians største 
vanskeligheder ligger dog i talforståelse og ligninger. Som et lille kuriosum kan 
nævnes, at Brian er dartspiller, og er fremragende til hovedregning med addition og 
subtraktion, når blot det drejer som om de naturlige tal af den størrelsesorden, som 
bruges i dart. 
 
Muamer (2h Ma) 
Muamer er født i 1994 og kom til Danmark i en alder af 5-6 år fra Balkan. Muamer har 
valgt matematik på B-niveau i HF for at have flere muligheder med karrierevalg. Han 
ved endnu ikke, hvad han vil lave efter HF. Muamer kommer fra et matematik C-
niveauhold, som en kollega til JA har undervist. Der har været enkelte projektforløb i 
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foråret i 1.hf, hvor de elever, som havde valgt matematik på B-niveau blev sat til at 
arbejde sammen. JA ledede dette projektforløb for de kommende B-niveauelever og 
skaffede sig således et overfladisk kendskab til Muamers faglige niveau. På 
daværende tidspunkt vurderede JA, at Muamers niveau var på det jævne - ingen 
større problemer, men bestemt heller ikke en kommende Fieldsmedaljemodtager. 
Eksamenskaraktererne for Muamer i matematik C-niveau var bestemt ikke prangende, 
men dog bestået. Nu hvor JA underviser Muamer i matematik B-niveau er det blevet 
tydeligere, at Muamer har store vanskeligheder med selv meget basale ting, som at 
sætte tal ind i formler korrekt og matematisering. Testen viser da også, at Muamer har 
vanskeligheder i alle områder, og det er JA’s vurdering, at det beror på rent gæt og 
held, at han tilsyneladende er bedst (uden dog at være god) i funktioner. De største 
vanskeligheder ses dog i talforståelse og især ligninger. Muamer er derfor udvalgt som 
en elev, der vil blive diagnosticeret for vanskeligheder med talforståelse og ligninger 
og om vanskeligheder med ligninger blandt andet afhænger af vanskelighederne med 
talforståelsen. 
Beskrivelse af elever fra MfG 
På MfG udpegede MW en del elever: Dres, Farwa, Henrik P, Kasper, Maria, Simon, 
Stina, Stine F, Søren M og muligvis Ida P og Kirstine Je. Kasper, Stina og Ida P 
markerede sig ikke som havende store vanskeligheder, så de er fejlagtigt udpeget. 
Dres markerede sig heller ikke, men han udviser stadig store problemer i matematik, 
og er den fagligt svageste elev i klassen. Maria faldt mest igennem, men hun er gået 
ud af klassen siden testen. Farwa, Henrik P, Simon, Stine F, Søren M og Kirstine er 
korrekt udpeget på forhånd, desuden viste det sig at også Lene og Karoline havde 
vanskeligheder. 
Det er mange elever, så feltet blev indsnævret til de 6 elever med flest mangler: Henrik 
P, Stine F, Søren M, Kirstine Je, Lene og Karoline. Alle eleverne ville gerne deltage i 
projektet, men i praksis blev det kun Stine, Søren og Lene MW arbejdede videre med, 
og kun Søren beskrives i det følgende, da kun han forbedrede sig markant i forløbet. 
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Søren (2xy MA) 
Søren går i x-klassen og har matematik, kemi og fysik i studieretningen. Han klarer sig 
for det meste lidt under middel i matematik. Han går fint til det daglige arbejde, men 
ikke altid med de bedste resultater. Nogle gange fejler han på sjusk, mens han andre 
gange falder igennem på misforståelser. Retfærdigvis skal nævnes at han også 
serverer gode resultater og gennemskuer beviser og opgaver. 
 
Problemformulering 
Som beskrevet ovenover viser resultatet af detektionstesten for enkelte elever 
vanskeligheder med både talbegrebet og ligninger. Vi har således valgt at fokusere 
undersøgelsen på disse to emner og ikke mindst sammenhængen mellem dem. 
Undersøgelsen vil derfor være en behandling af og et forsøg på at give svar på 
følgende spørgsmål.  
 
På hvilke måder kan elevernes begrænsede forståelse af talbegrebet være en hindring 
for deres forståelse af ligningsbegrebet, og hvordan kan en intervention af samtale og 
opgaver om talbegrebet samt behandling af ligninger i stigende sværhedsgrad 
afhjælpe denne hindring? 
 
For at kunne detektere begrænset forståelse af talbegrebet må vi dvæle lidt ved, hvad 
det vil sige at forstå og mere eksplicit, hvad det vil sige at forstå talbegrebet. Her vil vi 
gerne rette opmærksomheden mod Anna Sfards model for forståelse af matematiske 
begreber (Sfard, 1991). Sfard beskriver dualiteten ved matematiske begreber både i 
forbindelse med den historiske udvikling af matematiske begreber og ved elevers 
indlæring af de matematiske begreber. Vi vil fokusere på det sidste. Matematiske 
begrebers tosidet natur (dualitet) beskrives med ordene Structural  og procedural. Vi 
vil  bruge ordene strukturel og operationel. Med strukturel forståelse af et begreb 
(strukturelt begrebsbillede) menes evnen til at forestille sig et begreb som et abstrakt 
objekt, der vil kunne manipuleres løsrevet fra en model. Med operationel forståelse af 
et begreb (operationelt begrebsbillede) menes evnen til at forestille sig et begreb som 
en proces med et input og et output. Sfard remser en række eksempler på strukturel 
og operationel beskrivelse af begreber op, hvor vi vil gengive et par af dem, der har 
med talbegrebet at gøre (Sfard, 1991, s. 5) 
 
 Strukturel Operationel 
Naturligt tal Egenskab ved en mængde eller 
klassen af alle mængder med 
samme endelige kardinalitet 
0 eller ethvert andet tal, som opnås 
ved at lægge 1 til et andet naturligt 
tal 
Rationalt tal Par af hele tal Resultatet ved division mellem to 
hele tal 
 
Hun gør meget ud af at sige, at de to sider understøtter hinanden og altså ikke kan stå 
alene. Sfard deler indlæringen af et nyt begreb op i tre faser internalisering, 
kondensering og reificering. Man kan sige, at en elev har internaliseret et begreb, når 
eleven er blevet fortrolig med den proces, der giver anledning til det nye begreb. Sfard 
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nævner som eksempel det “at tælle” som proces til opnåelse af begrebet “de naturlige 
tal”. Kondensering er, når en elev ikke længere behøver at udføre føromtalte proces i 
alle detaljer, altså når eleven er blevet så vant til at udføre processen, at nogle skridt 
kan springes over. I eksemplet med processen “at tælle” kan begrebet de naturlige tal 
begynde at være kondenseret, når eleven ikke længere behøver at tælle sig frem til 
antallet af objekter i en samling, men umiddelbart kan gennemskue hvor mange der er 
og nævne det tilhørende naturlige tal for antallet. Sfard siger, at et begrebet er blevet 
operationelt, når det er internaliseret og kondenseret. Man kan sige, at der har fundet 
en reificering sted, når begrebet er blevet tingsliggjort. Det vil sige, når eleven kan 
afkoble de underliggende processer fra begrebet. Der har fundet en reificering sted, 
når en elev har løsrevet sig fra at tælle, når der omtales naturlige tal, og når eleven 
samtidig kan begynde at lade de naturlige tal indgå i nye processer, som for eksempel 
når man begynder at addere eller multiplicere naturlige tal. Sfard beskriver at 
internalisering og kondensering sker gradvist mens reificering sker ved et “quantum 
leap”. Man kan vel sammenligne det med en elevs “aha-oplevelse”, når et begreb 
“falder på plads” for eleven. Med Sfards model for opnåelse af forståelse for et 
matematisk begreb (dannelse af begrebsbilleder) sker indlæring af begreber 
hierarkisk. Man kan altså forestille sig en elevs indlæring af et “komplet” talbegreb, 
som udviklingen af talbegrebet har været. Figuren herunder (Sfard, 1991, s. 13) 
illustrerer denne hierarkiske proces. 
 
 
 
Det vil sige, at ved den underliggende proces “at tælle” vil begrebet “de naturlige tal” 
blive internaliseret, kondenseret og reificeret, og dernæst gennem den underliggende 
proces “division” af naturlig tal vil begrebet “de rationale tal” blive internaliseret, 
kondenseret og reificeret, og så videre. Det er fristende igennem en detektionstest 
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med passende spørgsmål at indplacere elever et sted i hierarkiet for at måle en elevs 
forståelse af talbegrebet. På gymnasialt niveau vil dette dog ikke helt give mening, da 
der naturligvis ikke er en klart markeret grænse af, hvor eleverne er “nået til” i 
hierarkiet. I folkeskolen vil eleverne være stødt på både de naturlige tal, de hele tal, de 
rationale tal og de irrationale tal (og dermed de reelle tal). De fleste vil være i stand til 
at udføre processer på alle disse tal, og der vil dermed ikke være en grænse for, hvad 
de er nået til. Dog vil det være muligt at give et bud på, hvilke taltyper der vil være 
reificeret hos eleverne, og dette kan markere en grænse for forståelsen af talbegrebet. 
Vi vil vende tilbage til dette i behandlingen af diagnosticeringen af de udvalgte elever. I 
de tilfælde, hvor en (eller måske flere) bestemte taltyper ikke synes at være reificeret, 
vil man kunne undersøge, hvorvidt det skyldes et mangelfuldt operationelt 
begrebsbillede. 
 
I forbindelse med ligninger og ligningsløsning indgår tal på to måder. Det drejer sig om 
de tal, der indgår i ligningen som koefficienter, og de tal der er løsninger til ligningerne 
i sig selv. Det må i denne sammenhæng være interessant at undersøge, om typen af 
de tal kan give udslag i elevers vanskeligheder med at løse en ligning. Man kan 
forestille sig, at nogle elever vil give op overfor selv simple ligninger, hvis 
koefficienterne er irrationale endsige brøker. Omvendt kan man forestille sig elever, 
der ikke vil kunne afgøre om et tal er løsning til en ligning, hvis tallet igen er irrationalt 
eller en brøk. Det vil derfor være afgørende at afdække elevers manglende forståelse 
for de fire talmængder (naturlige tal, hele tal, rationale tal og irrationale tal) og 
sammenhængen mellem disse. 
 
Efter vores opfattelse og med det fokus vi har valgt, mener vi, at der er flere aspekter 
af ligninger, der skal være reificeret, for at have opnået både operationel og strukturel 
forståelse af ligninger.  
A. Man skal kunne afgøre om et givent tal uanset dets type er løsning til en 
ligning. 
B. Man skal kunne løse, i hvert fald i første omgang, lineære ligninger, herunder 
enhver kombination af “simple”/”svære” ligninger med “simple”/”svære” 
løsninger.  
C. Man skal være bevidst om, hvornår en ligning er løst, det vil sige være bevidst 
om at ligningen er løst, når alle løsninger er fundet. Herunder ligger implicit, at 
man skal være bevidst om, at antallet af løsninger til ligninger kan være nul, en 
eller flere (evt. uendeligt mange). 
D. Man skal kunne konstruere ligninger med givne løsninger og hvor givne tal 
indgår i ligningen som koefficienter.  
E. Slutteligt skal man kunne opstille ligninger ud fra en tekstbeskrivelse af en 
problemstilling og ved at løse den opstillede ligning dermed kunne give svar på 
problemstillingen. 
Forskellen på “simple” og “svære” afhænger af hvilke taltyper, der er tale om. Med 
“simple” ligninger forstås ligninger, hvor koefficienterne er hele tal, omvendt forstås 
“svære” ligninger “ som ligninger, hvor koefficienterne er rationale (men ikke hele tal) 
eller endda irrationale. Ligeså med “simple” og “svære” løsninger. 
 
Vi har valgt at begrænse diagnosticeringen og den efterfølgende intervention til kun at 
betragte ligninger af første grad, og vi vil desuden se bort fra modelleringsaspektet E, 
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som går på at kunne matematisere en sproglig formulering af et problem. Vi adapterer 
Filloy & Rojanos definition af aritmetiske og ikke-aritmetiske ligninger, som siger at 
ligninger af typen 𝐴𝑥 + 𝐵 = 𝐶 kaldes aritmetiske, idet udelukkende aritmetiske 
operationer er nødvendige i processen for at løse ligningen, og ligninger af typen  
𝐴𝑥 + 𝐵 = 𝐶𝑥 + 𝐷 kaldes ikke-aritmetiske, idet det ikke er nok at lave aritmetiske 
operationer for at løse ligningen (Filloy & Rojano, 1989). De ikke-aritmetiske ligninger 
vil vi undertiden også kalde for algebraiske ligninger, da algebraiske operationer er 
nødvendige for at kunne løse dem. Vi går desuden skridtet videre, idet vi vil følge 
Vlassis’ underinddeling af aritmetiske og ikke-aritmetiske ligninger. Vlassis inddeler 
aritmetiske ligninger i konkret aritmetiske ligninger og abstrakt aritmetiske ligninger 
(Vlassis, 2002). Med konkret aritmetiske ligninger forstås ligninger, hvori kun naturlige 
tal indgår og der er kun én forekomst af den ubekendte. Med abstrakt aritmetiske 
ligninger forstås ligninger, hvori der kun er en ubekendt, som dog kan forekomme flere 
gange og/eller der kan indgå negative tal, således at algebraiske manipulationer kan 
forekomme i løsningen af ligningen. De ikke-aritmetiske ligninger inddeles ligeledes i 
to underkategorier præ-algebraiske ligninger og algebraiske ligninger. De præ-
algebraiske ligninger er ligninger, som kan baseres på en model f.eks. den 
geometriske model (Filloy & Rojano, 1989) eller vægt-modellen (Vlassis, 2002). De 
algebraiske ligninger er ligninger som er løsrevet fra en model og hvor 
omskrivningerne kun giver mening algebraisk. 
 
Følgende er et forsøg på, med Sfards begreber, at beskrive den strukturelle og 
operationelle forståelse af begreberne ligning og løsning (til ligning). 
 
 Strukturel Operationel 
Ligning Et åbent udsagn bestående af 
to lineære udtryk A og B (i 
vores tilfælde med højst en og 
samme ubekendt) med et 
lighedstegn imellem, altså 𝐴 =
𝐵 
To udtryk med lighedstegn 
imellem, som med passende 
aritmetiske og algebraiske 
operationer kan omskrives uden 
at ændre på løsningsmængden. 
Løsning Et tal som ved tildeling til den 
ubekendte i ligningen gør 
denne sand. 
Et tal som ved indsættelse på 
den ubekendte i udtrykkene på 
højre og venstre side af 
lighedstegnet opnår samme 
værdi. 
 
Ifølge Sfard skal der ske en internalisering, kondensering og reificering af de to 
begreber ligninger og løsninger før man kan sige, at en elev har indlært begreberne. Vi 
vil opfatte internalisering af ligningsbegrebet ved det, at en elev er blevet bekendt med, 
at to (oftest forskellige) udtryk med en ubekendt kan give det samme resultat ved 
indsættelse af samme tal på den ubekendtes plads i de to udtryk. Dette hænger 
unægteligt sammen med både internalisering og kondensering af begrebet løsning til 
en ligning. Kondenseringen af ligningsbegrebet sker, når eleven kan omskrive en 
ligning ved lovlige aritmetiske og algebraiske operationer. Reificering af 
ligningsbegrebet og begrebet løsning til en ligning sker, når eleven for eksempel er i 
stand til gennem en modelleringsproces at opstille ligninger ud fra en sproglig 
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beskrivelse af en problemstilling og ved løsning af ligningen komme til en løsning af 
problemstillingen. Reificeringen af ligninger går ud over denne opgaves mål. 
 
Diagnosticering 
I dette afsnit vil vi beskrive, hvad vi har lagt vægt på i resultaterne af detektionstesten, 
og dermed hvad fokus har været i diagnosticeringen både med hensyn til forståelse af 
talbegreb, ligninger og sammenhængen mellem disse. Til sidst i afsnittet vil vi beskrive 
diagnosticeringen af de udvalgte elever. 
 
Resultaterne af detektionstesten for vores udvalgte elever (og i øvrigt for mange 
andre) viser meget få rigtige blandt opgaverne, som vi har kategoriseret at have med 
forståelse af talbegrebet at gøre. Vi skal ikke her nævne samtlige opgaver, men blot 
give et par eksempler. Der er i testen ikke mange opgaver, der kan give svar på om de 
naturlige tal er reificeret hos eleverne. Vi springer dermed til et eksempel på en 
opgave, der kan være med til at give svar på, om de hele tal er reificeret. Det er 
opgave 48, som er gengivet herunder. 
 
 
 
Der er omvendt en del opgaver, der kan være med til at give svar på, om de rationale 
tal er reificeret hos elever. Her er blot nogle eksempler. 
 
 
 
 
 
 
Der er også et antal spørgsmål, som skal give svar på om ligninger og løsning til 
ligninger er kondenseret hos eleverne. Jævnfør A, B og C (under afsnittet 
Problemformulering), viser vi her et par eksempler på sådanne spørgsmål. 
 
Spørgsmål, der skal teste om elever har kondenseret begrebet løsning til en ligning, er 
for eksempel. 
 
 
Spørgsmål, der skal teste om elever har kondenseret ligninger (og løsning af disse), er 
følgende eksempler på en henholdsvis aritmetisk og en algebraisk ligning. 
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Der er også nogle spørgsmål, der går på at løse ligninger med ingen eller uendeligt 
mange løsninger. 
 
 
 
 
På baggrund af de udvalgte elevers meget få rigtige svar blandt disse og tilsvarende 
opgaver, tog vi dem til diagnosticeringsinterview for en yderligere udredning af, om de 
havde vanskeligheder og i givet fald, hvori deres vanskeligheder bestod. 
Diagnosticeringen skulle hjælpe os til at gennemskue, om eleverne er strukturelt eller 
operationelt tænkende, og hvis de er operationelle, om de så har internaliseret eller 
kondenseret tal og ligninger. 
Diagnosticering af elever 
 
På MG foregik diagnosticeringen ved personlige samtaler med Muamer og Brian af to 
omgange. Første diagnosticeringsinterview omhandlede talbegrebet og andet 
diagnosticeringsinterview omhandlede ligninger. Interviewene foregik i et mindre 
mødelokale, hvor der er monteret en elektronisk tavle. Der blev lavet en 
skærmoptagelse, af det der blev skrevet på tavlen samt samtalen.  
 
På MfG foregik diagnosticeringen ligeledes ved to personlige samtaler med Søren i et 
mindre mødelokale. Interviewene1 slog ned på forskellige problemer i detektionstesten, 
og de blev optaget på video med et almindeligt kamera. 
 
Herunder følger nu udredningen af diagnosticeringssamtalerne med de udvalgte 
elever og et forsøg på diagnosticering af deres vanskeligheder.  
Brian (MG 2h Ma) 
Først skal nævnes, at Brian (herefter benævnt B i dette afsnit) svarede rigtigt på 
spørgsmålet om, hvilke hele tal der er mellem -2 og 3,5. Det var heller ikke uventet, da 
B i undervisningen udviser stor sikkerhed i arbejdet med de naturlige og de hele tal. 
Derfor er fokus i det første diagnosticeringsinterview da også lagt på de rationale tal. 
Det første diagnosticeringsinterview med B2 viste, at han har en meget basal 
forståelse for de rationale tal. Det vil sige, at han kan omskrive mellem forskellige 
repræsentationer af brøkerne 
1
2
, 
1
3
 og 
1
4
  (og simple multipla heraf). Han var straks mere 
                                               
1 De to diagnosticeringsinterview med Søren er transkriberet og den fulde transkription kan ses 
på https://drive.google.com/file/d/0B-SNwJzY7XlLWktjZkRqR1dPS0U/edit?usp=sharing  
2 De to diagnosticeringsinterview med Brian er transkriberet og de fulde transkriptioner med 
videoer kan ses på henholdsvis 
https://drive.google.com/file/d/0B84bMwTGxEJ7T184NnFhTTZMNGM/edit?usp=sharing og 
https://drive.google.com/file/d/0B84bMwTGxEJ7eTF5Y0Rmbm0xZjA/edit?usp=sharing.  
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tøvende overfor 
2
5
, som han i første omgang ville sætte af på talaksen ved 0,2, som 
følgende uddrag af transkriptionen viser: 
 
+ JA: Skal vi prøve med to femtedele eller syv ottendedele. Du bestemmer selv rækkefølgen. 
+ B: (griner) Ja, de sidste to der, dem ved jeg sgu ikke lige... 
+ B: Da er vi ved at være uden for mit resort. 
+ JA: Vi kan jo prøve at kigge på to femtedele måske. 
+ B: (nervøst) Mmm... 
+ JA: Jeg vil måske vove den påstand, at det er den letteste af de to. 
+ JA: Men nu skal jeg selvfølgelig ikke... 
+ B: (tænker) 
+ B: Det er et rent gæt det her (tegner en streg fra 2/5 til 0,2 på talaksen). 
+ JA: Ja, lad mig høre hvorfor du gætter på det? 
+ B: Ja, jeg siger jo så at fem femtedele er lig med hundrede procent 
+ JA: Ja. 
+ B: Og hundrede delt med fem det er tyve. 
+ JA: Ja. 
+ B: Så det er nul komma 2. 
+ JA: Ja, det er rigtigt. Hundrede delt med fem er 20. 
+ JA: Øhm... Hvis vi nu lige kigger på brøken en gang til. 
+ B: Ja. 
+ JA: Så står der jo to femtedele (lægger tryk på to). 
+ B: Ja, så er den forkert. (griner nervøst) 
+ JA: Jaaa... (trækker på det). 
+ B: (tøver). 
+ B: Så skal den jo garanteret være heroppe et eller andet sted, når du siger det sådan. 
+ JA: Men det kan vi også vende tilbage til, hvis det er. 
+ B: Den ved jeg sgu ikke lige, hvor jeg skal placere. 
 
Senere får han dog med tøven og ganske lidt instruktion omskrevet 
2
5
 til 0,4. Men 
kommer det til 
7
8
, er han helt opgivende. Senere i samme interview bliver B bedt om at 
omskrive nogle decimaltal til brøker. Det drejer sig om decimaltallene 0.5, 0.25, 
0.333…, 0.6 og 0.9. De første tre omskriver B uden videre til de korrekte brøker. Men 
som følgende uddrag af interviewet viser, fejler han med 0.6 og 0.9. Han kan dog selv 
se, at der er noget galt i hans forsøg på omskrivningen og begyndelsen til en kognitiv 
konflikt kan anes. 
 
+ B: (tegner en streg fra 0,6 og skriver 2/3). 
+ B: (tegner en streg fra 0,9 og tøver). 
+ B: Det kan sgu da aldrig blive tre tredjedele det der. 
+ B: Det var jeg jo fristet til at skrive. 
+ B: (griner). 
+ JA: Ja. 
+ JA: Jamen, det kan jeg måske godt lidt forstår, hvorfor du gerne vil. 
+ JA: Når nul komma seks jo er to tredjedele, så må nul komma ni jo være tre tredjedele. 
+ B: Ja. 
+ B: Det var jeg jo fristet til at skrive. 
+ JA: Ja, men du kan godt se det ikke er rigtigt? 
+ B: Ja. 
+ JA: Hvorfor er det ikke rigtigt? 
+ B: Fordi tre tredjedele jo er lig med en hel. 
+ JA: Ja. 
+ B: Så derfor kan det ikke give tre tredjedele. 
+ JA: Nej. 
+ B: Så... 
+ B: Det ved jeg sgu ikke lige, hvad jeg skal gøre ved. 
+ JA: Nej. 
+ JA: Ok. 
+ JA: Det gør heller ikke noget. 
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+ B: De andre de var lidt nemmere. 
+ JA: De var lidt nemmere ja. 
+ JA: Hvordan kom du frem til to tredjedele ved nul komma seks? 
+ B: Fordi som sagt tre tredjedele lig med hundrede og hvis du deler det får du de der nul komma tre tre i 
uendelighed. 
+ JA: Ja. 
+ B: Og derfor så når der står nul komma seks så vil jeg sige, det er to tredjedele. 
 
Tilsyneladende opfatter B 0.3 og 0. 3̅ som identiske tal og fejlen arves videre ved 
multiplikation med 2 til at 0.6 og 0. 6̅ bliver identiske. B viser senere i interviewet, at 
han godt kan omskrive blandede tal til decimaltal, i hvert fald når brøken er de simple 
(førnævnte) brøker. Kommer det til omskrivning til brøker går han i stå. 
 
+ JA: Ja, jeg tænkte på. Jeg låner lige pennen der. Jeg tænkte på om vi kunne prøve at kigge lidt på om vi på 
en eller anden måde kan få skrevet to som en brøk. 
+ B: Som en brøk? 
+ JA: Som en brøk, hvor at fire står i nævneren. 
+ B: Hvor fire står i nævneren? 
+ B: (tøver) 
+ B: Det er garanteret et skud i tågen det her. 
+ JA: Ja. 
+ JA: Det er jo helt fint at skyde. 
+ JA: Vi skal heldigvis ikke stå til regnskab for nogen. 
+ B: Og jeg ved ikke hvorfor jeg skriver det. 
+ B: (skriver 8 i tælleren). 
+ B: Jeg ved ikke hvorfor jeg skriver otte. 
+ JA: Nå. 
+ B: Det er et skud i tågen. 
+ JA: Men det er da meget godt skudt vil jeg sige. 
+ B: (griner) 
+ JA: Hvorfor skyder du på otte? 
+ B: Jeg stod og tænkte på om jeg skulle gange fire med to for at få otte derop. 
+ JA: Ja. 
+ JA: Jamen, hvis du så kigger på resultatet otte fjerdedele. 
+ B: Ja. 
+ JA: Hvis der nu så ikke stod to lig med men bare otte fjerdedele, hvad tænker du så om den brøk hvor der 
står otte fjerdedele. 
+ B: Ja. Som sagt det var et skud i tågen. 
+ JA: Ja. Så lad mig lige prøve at låne pennen. Hvis jeg nu skriver, skal lige tænke mig om. Hvis jeg nu 
skriver ti femtedele. Hvad tænker du om den brøk? 
+ JA: Hvis du nu skulle omskrive den til decimaltal eller sætte den af på en talakse, hvor er vi så henne af i 
verden? 
+ B: Hmm.. (tøver) 
+ B: Ja. 
+ B: Der har du godt nok ramt et ømt punkt. 
 
Ovenstående uddrag viser, at B har en, hvad Skemp (Skemp, 1979) ville kalde for en, 
intuitiv instrumentel forståelse af omskrivningen mellem forskellige repræsentationer af 
simple rationale tal. Hans intuition fortæller ham, at man skal gange nævneren fire 
med to for at få tælleren på otte, således at 2 kan skrives som brøken 
8
4
. Da JA 
øjeblikket efter holder hånden over 2 og beder ham fortælle, hvad han tænker om 
brøken 
8
4
, kan han ikke sige, at det svarer til tallet to. Heller ikke idet man leder ham i 
retning af at afsætte brøken på en talakse endsige omskrive til decimaltal. JA prøver 
da med en anden men tilsvarende brøk 
10
5
, men med samme udfald, at B ikke kan. 
Afslutningsvis kan nævnes, at B heller ikke er i stand til at placere brøken 
9
11
 korrekt i 
forhold til tallene 1.0 og 1.2. Vurderingen af Brians talforståelse (i forhold til rationale 
Rapport 1, side 15 
tal) er, at han har en efter Sfards model operationel forståelse af, hvad man kunne 
kalde simple brøker, altså 
1
2
, 
1
3
 og 
1
4
  (og simple multipla deraf), men ikke en strukturel 
forståelse af dem. Bliver brøkerne bare en anelse vanskeligere, ryger også den 
operationelle forståelse. Dette er nok bedst illustreret ved, at han ikke er i stand til at 
identificere brøkerne 
8
4
 og 
10
5
 med tallet 2. B har tidligere (blandt andet i 
undervisningen) vist, at han har en operationel forståelse af de naturlige og de hele tal, 
omend han ikke kan huske, hvad begreberne “de naturlige tal” og “de hele tal” dækker 
over. Vurderingen er desuden, at de naturlige tal og de hele tal er internaliseret og 
kondenseret men ikke reificeret. Man må også sige, at de rationale tal og dermed de 
irrationale tal hverken er internaliseret, kondenseret endsige reificeret. 
 
I det andet diagnosticeringsinterview var fokus på ligninger og løsninger til ligninger. 
Allerede fra starten viser B svaghedstegn, idet han tilsyneladende ikke ved, hvad en 
ligning er, endsige kan give et eksempel. 
 
+ B: Altså jeg kan sagtens give eksempler på ligninger, men lige forklare hvad jeg forstår ved en ligning. 
+ JA: Prøv bare at skrive et par eksempler. 
+ B: (skriver 1x+8x-9) Det er hvad jeg forstår som en ligning. 
+ JA: Ok. 
+ JA: Prøv at give et eksempel mere, hvis du kan komme i tanke om en mere. 
+ B: (skriver 2) Er du så ude i, at jeg skal have mere end en ubekendt havde jeg nær sagt? 
+ JA: Nej, ikke nødvendigvis. 
+ B:(skriver 2a+8a-2) 
 
Han mener eksempelvis altså at udtrykket 1𝑥 + 8𝑥 − 9 er en ligning. Det forekommer 
ham ikke, at der skal være et lighedstegn. Derimod ved han, at alle reelle tal kan være 
løsninger til ligninger. 
 
+ JA: Jamen, hvilke tal kan være løsninger til ligninger. 
+ B: Det kan alle reelle tal vel. 
+ JA: Alle reelle tal. 
+ B: Ja. 
+ JA: Ok. 
 
Nu vil vi dvæle lidt ved en passage, hvor B bliver bedt om at svare på spørgsmålet 
“Findes der nogle værdier af b således at 4𝑏 = 4 + 𝑏?”. 
 
+ JA: Findes der nogle værdier af b således at fire b er lig med fire plus b? 
+ B: Hvad fanden er det for nogle spørgsmål. 
+ JA: Det er simpelthen... 
+ B: (griner) værdier af b... 
+ B: (tøver) 
+ B: Er det sådan at man bare skal sætte nogle tal ind? Eller hvad har du tænkt dig? 
 
Det forekommer ikke B, at man kan give sig til at løse ligningen. I stedet vil han 
benytte sig af gætte-metoden. 
 
+ B: F.eks. hvis jeg satte to ind ikke også. 
+ JA: Ja. prøv at gøre det. 
+ B: (skriver 4) Det må så være gange to. (skriver *2 = 4+2) Det må være sådan jo. 
+ JA: Ja, så har du sat to ind på b's pladser. 
+ B: Ja, det giver jo ikke nogen mening. 
+ JA: Naahh.... Det gør det jo måske ikke. 
+ B: Nej, for der skulle jo gerne have været det samme på begge sider. 
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+ JA: Ja, og hvad står der på venstre siden. 
+ B: Der står otte og der står seks på den anden side. 
+ JA: Ja. 
+ JA: Så hvad kan vi konkludere. 
+ B: To er i hvert fald ikke en løsning. 
 
B prøver med tallet 2 i første omgang, men han kommer frem til, at 2 ikke kan være en 
løsning, da der så ikke står det samme på begge sider af lighedstegnet. Denne lille 
delsekvens illustrerer, at B nok forstår at gøre prøve, om bestemte tal er løsninger. 
Han viser altså forståelse for begrebet løsning til ligning. Han forsøger dernæst med 
henholdsvis 1 og 0, idet han skråsikkert proklamerer, at de er løsninger, men derefter 
fejler i prøven. 
 
+ B: Men så er jeg jo så i tvivl om man må have lov til at sætte nul ind for det er en løsning. 
+ JA: Jamen, vi kan jo prøve det. 
+ B: (skriver 4x0=4+0=4 og remser det op samtidig) 
+ JA: Ja. 
+ JA: Så der står det samme på begge sider af lighedstegnet? 
+ B: Der står det samme på begge sider af lighedstegnet. 
+ JA: Ok. Er du helt sikker på det spørger jeg så lige. 
+ B: (tøver) 
+ B: Nej. 
+ JA: Fordi? 
+ B: Der var jeg lidt for hurtig. 
+ JA: Ja, det tror jeg nemlig. 
+ B: Det giver jo nul (peger på venstre side) 
+ JA: Ja, det giver nul ja. 
+ B: Arh, men altså. 
+ B: Der er sgu da ikke nogen løsninger så. 
+ JA: Så er der ingen løsninger? 
+ B: Nej. 
+ B: Det er jo fandme næsten lige meget hvad for et tal jeg sætter ind så kommer der ikke til at stå det 
samme på begge sider. 
 
Ovenstående sekvens viser dialogen, idet B prøver med tallet 0. I starten udviser han 
tvivl om tallet 0 overhovedet kan prøves. Det kunne være et tegn på, at han måske 
alligevel er i tvivl om, at alle reelle tal kan være løsninger til ligninger. Idet han prøver, 
går det lidt for hurtigt, og han beregner i første omgang venstre side til at være fire, så 
det passer med højre side. Da JA spørger, om han er sikker, går det alligevel op for 
ham, at han har regnet forkert og retter det til nul. Derefter konstaterer han så, at der 
derfor ikke kan være nogen løsninger. Han siger afslutningsvis, at det jo er ligemeget 
hvilket tal han prøver, så kommer der ikke til at stå det samme på begge sider. Man 
bemærker her, at han kun kommer i tanke om at prøve med tallene 2, 1 og 0 og 
nævner i øvrigt ikke, at der kunne være tale om negative tal, decimaltal endsige reelle 
tal. Det samme gør sig gældende ved spørgsmålet “Hvad er løsningen/løsningerne til 
ligningen 3𝑥 − 𝑥 = 2𝑥?”. Her får vi os snakket til, at der måske er andre tal end nul og 
de naturlige tal, der er løsninger. 
 
+ JA: Kunne det være andre end naturlige tal tror du? 
+ B: Ja, når du spørger sådan så er der. 
+ JA: (griner) 
+ B: Men jeg er ikke så skarp i at skulle bevæge mig ud i halløjsatal der. 
+ JA: Ja, det kan jo hurtigt blive noget snavs jo. 
+ B: Ja, det kan det. 
+ B: Det kan meget hurtigt. 
+ B: Men alle de naturlige tal de virker i hvert fald der. 
+ JA: Ja. 
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Som det fremgår er B dog ikke meget for at skulle prøve med andre tal end de 
naturlige tal. Han kalder dem “halløjsatal”, hvilket JA vurderer som et tegn på, at 
hverken decimaltal eller irrationale tal er reificeret hos B. B kommer altså aldrig frem til, 
at løsningsmængden er de reelle tal, på trods af at han faktisk nævner det (se den 
fulde transskription). 
 
Senere i interviewet kommer vi til en ligning, hvor B for første gang viser nogen 
kendskab til at lave algebraiske omskrivninger af ligninger. 
 
+ JA: (skifter til næste spørgsmål "For hvilke x gælder: 38x+72=38x?") 
+ B: Æhæ... 
+ B: (læser spørgsmål højt) 
+ B: Da stod jeg så lige af. 
+ JA: Ja. 
+ JA: Hvorfor, hvad... Hvorfor står du af her? 
+ B: Jamen, altså... Ja. 
+ B: Det er det med de der x-værdier. 
+ B: For hvilke x gælder og så ligningen der ikke også. 
+ JA: Ja. 
+ B: Da kan jeg ikke sådan lige se mig ud af hvad fanden jeg skal gøre. 
+ JA: Ok. 
+ JA: Hvad nu hvis der ikke havde stået for hvilke x gælder. Hvis der nu havde stået løs ligningen. 
+ B: Jamen, så havde jeg jo så flyttet de otte og tredive. Nej, vent lidt. 
+ B: Hvad fanden gør jeg der? 
+ B: Så havde jeg jo så flyttet de otte og tredive x over på den anden side. 
+ JA: Ja. 
+ JA: Prøv at skrive lidt op så. 
+ B: Jeg prøver. Det er ikke sikkert det er rigtigt. 
+ JA: Nej, det kigger vi på. 
+ B: (skriver 38x+72-38x=38x-38x) 
 
Her viser B altså, at han formår at subtrahere 38𝑥 fra begge sider af lighedstegnet 
med henblik på at samle de ubekendte. Han forstår dog ikke den oprindelige 
formulering “For hvilke 𝑥 gælder..”. JA er nødt til at lave en omformulering til “Løs 
ligningen…” før det kommer i stand. Med lidt hjælp får B reduceret til 72 = 0. 
 
+ JA: Hvad tænker du når du ser det der står tilbage der så? 
+ B: Æh. To og halvfjerds der gælder for de x værdier. Jeg ved det faktisk ikke. 
+ JA: Nej. 
+ B: Jeg har ikke noget svar på det der. 
+ JA: Nej. 
+ JA: Det er også noget mystisk noget det der. 
+ B: Ja, ærligt talt. 
+ B: Heh. 
+ B: Men det er da altid noget at jeg kan finde ud af at regne mig frem til det. 
+ JA: Ja. 
+ JA: Det er da fedt. 
 
B ved altså ikke, hvad man kan konkludere her. Som for ligningen med alle reelle tal 
som løsningsmængde og denne ligning med den tomme mængde som 
løsningsmængde har B ikke redskaberne til at lave konklusionen. 
 
Vurderingen er, at Brian kun i nogen grad har internaliseret ligninger. Han 
demonstrerer kun i et enkeltstående tilfælde, at han kan lave algebraiske 
omskrivninger af ligninger for at komme frem til en løsningsmængde. Dette gør han 
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imidlertid korrekt. Han har dog ikke viden til at konkludere på ligninger med ingen eller 
uendelig mange løsninger. Han forstår dog at efterprøve tal som løsninger, det vil sige 
at begrebet løsning til ligning er kondenseret.  
 
I og med at B oftest løser ligninger ved at gætte og kun gætter med tallet 0 (som han 
dog er i tvivl om, er tilladt), og de naturlige tal, vil det være en meget begrænset 
mængde ligninger, som han vil være i stand til at løse. Så i den henseende kan man 
sige, at B’s begrænsede talforståelse er en hindring i forbindelse med løsning af 
ligninger. 
 
Muamer (MG 2h Ma) 
Diagnosticeringsinterviewene med Muamer (herefter benævnt M) viste, at han har 
problemer på et andet og mere grundlæggende niveau, så det valgte 
interventionsforløb ville blive vanskeligt for M at gennemføre. M viste svagheder selv i 
simple aritmetiske og algebraiske udregninger og omskrivninger. Resultaterne i 
interventionstesten viser da heller ikke nogen nævneværdig fremgang. Derfor vil 
udredningen ikke blive beskrevet yderligere. 
Søren (MfG 2xy MA) 
Når man kigger Sørens (herefter benævnt S) detektionstest igennem, så ser det i 
mange tilfælde ud til, at han har fint styr på de forskellige taltyper. Han omskriver 
brøkerne 1 
1
2
 og 3 
2
3
 i opgave 1 og 2 til decimaltal, udpeger 
13
3
 som værende større end 
13
4
 i opgave 13 og 0,32 som større end 0,315 i opgave 30. Heller ikke opgave 40 med 
at placere 
9
11
 i forhold til 1,0 og 1,2 er problematisk for S. 
Der er dog enkelte talforståelsesopgaver, der stikker ud; fx svarer S i opgave 48, at de 
hele tal mellem -2 og 3,5 er -1, 2 og 4. S overser tallene 0 og 1, og han misforstår 3,5 
som værende 3 og 5 og herimellem ligger 4. Tidligere erfaringer med S får dog MW til 
at vurdere de manglende tal som sjuskefejl og ikke som en egentlig forståelsesfejl. 
I opgave 41 om hvor mange decimaltal, der er mellem 
2
7
 og 
3
7
 svarer han ikke, og han 
svarer 1 til antallet af brøker mellem 0,65 og 0,66 i opgave 42. I interviewet giver han 
udtryk for den fejlopfattelse at 
2
7
 og 
3
7
 står lige ved siden af hinanden: 
 
MW: Ja. Lad os prøve at kigge på opgave 41 og 42. De minder på nogen måder om hinanden. 
S: Ja der har jeg meldt blankt ud, for når det gælder til brøker man skal omskrive til decimaltal og omvendt, så bliver jeg 
hel blank, for det er ikke sådan rigtig noget, der har hængt ved. 
MW: Okay. Hvis jeg så stiller spørgsmålet lidt anderledes i 41 fx: Hvor mange brøker er der mellem 2/7 og 3/7? 
S: Der er vel 1? Eller er jo ikke nogen imellem, for 2/7… 3/7 kommer efter 2/7, så det der er imellem der må være 
kommatal, eller kommabrøker eller hvad de hedder. 
MW: Okay. Hvad så hvis vi kiggede på to andre brøker som hed 20/70 og 30/70? 
S: Så må der være 10 brøker imellem. Så må der jo være 21/70 og 22/70 osv. Op til 30. 
MW: Okay. Men hvis vi så kigger på 2/7 og 20/70..? 
S: Åh, det er jo en forkortelse. 
MW: Ja 
S: Så har du jo bare forkortet med 10 og det samme med 30, så derfor må der jo så være 10 imellem. 
MW: Hvad så hvis jeg skrev 200/700 og 300/700, hvor mange er der så imellem? 
S: 100. I hvert fald 100 imellem her (peger på 2/7 og 3/7) og så er de så ens hernede. 
MW: Mmm 
S: Der er en syvendedel til forskel. 
MW: Men så der er ikke nogen imellem de der to (peger på 2/7 og 3/7), men hvis jeg forlænger brøkerne , så er der 
flere i mellem? Er det sådan det er? 
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S: Ja, det må det jo være når du… arg der altså, der må vel være en syvendedel imellem her. 
MW: Ja 
S: Fordi at det er i hvert fald forskellen på de to, og så må der jo være en imellem der hedder en syvendedel. Fordi når 
du har… 
MW: Så en syvendedel ligger imellem de to, eller hvad? 
S: Eeeeeeh, eller det må jo så ligge før. 
MW: Ja 
S: Ja, jamen det, altså når du forlænger, så bliver de jo større, og så derfor må der jo komme, derfor må der jo være 
plads til nogen her, men fordi de her kommer lige efter hinanden (peger på 2/7 og 3/7) 
MW: Bliver bliver 200 7… 200/700 hvor stor er den i forhold til 2/7? 
S: Øh… De er vel lige store, det er jo bare forlænget. 
MW: Ja, ja, det er de. 
 
Vi ser her, at Søren ikke har reificeret de rationelle tal, da han faktisk aldrig kommer 
frem til, at der er uendeligt mange brøker mellem de to givne brøker for slet ikke at tale 
om antallet af decimaltal. Hans tilgang til brøkerne er meget operationel, når han 
tilsyneladende tror, der kommer flere brøker i mellem 
2
7
 og 
3
7
 ved forlængning af 
brøkerne, og når han ikke umiddelbart ser at 
2
7
 er det samme som 
20
70
. Der kan således 
være tale om en mangel i Sørens strukturelle opfattelse af brøker og decimaltal.  
Vurderingen er at Sørens talforståelse af de hele tal er reificeret. Dette er baseret på 
tidligere erfaringer med S, da testen her ikke rummer mange opgaver, der tester dette. 
Sørens opfattelse af de rationelle tal vurderes til at være operationel. Brøkerne er 
internaliseret, men de er ikke kondenseret, da han ikke kan omskrive mellem 
decimalrepræsentation og brøkrepræsentation.  
 
Kigger vi på Sørens præstationer i ligningsopgaverne, så har han internaliseret og 
kondenseret ligninger af første grad, idet ligningerne i opgave 34-363 løses uden 
problemer. S løser både aritmetiske og algebraiske ligninger ved at omskrive 
ligningerne. Hans forståelse af ligninger er altså operationel. Eksempelvis løses  
7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15 ved følgende omskrivninger: 
−15 − 3 = 13𝑥 − 7𝑥 
−18 = 6𝑥 
𝑥 = −3 
S er i stand til at udføre flere operationer på en gang, og han springer en del af trinene 
over, idet han ikke skriver alle udregninger og reduktioner.  
Bruddet med den didaktiske kontrakt i opgave 33a, hvor han skal løse ligningen 𝑥 = 1 
giver ham dog problemer, og han svarer blot 𝑥 = 𝑥. I opgave 32 optræder 3 
ubekendte: Hvornår er de to udtryk 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 og 𝑎 − 𝑏 + 𝑐 lig hinanden? Også her 
forvirres S og ender med at gætte: 
  
S: Der står jo så, hvornår de to forskellige udtryk er ens, og der har jeg så svaret når a og c er ens. Og det har jeg gjort, 
fordi at hvis de er ens og har samme tal, så vil det jo egentlig gøre på en måde lige meget, hvornår du plusser med 
tallet eller minusser, fordi hvis der fx, hvis b er 2 og a og c er 3, så vil der stå 2… der vil stå 3 plus 2 det så 5, minus 2, 
det giver så 3, og hvis du så her omme har det samme, hvor b er 2 og a og c er 3, så vil det give 3 minus 2, det vil give 
minus 1, og så plus 3, det vil så give 2 igen, og så vil de være ens. Eller så vil de være lig med hinanden. 
                                               
3   
opgave 34:  Bestem n når: 4+n-2+5=11+3+5 
opgave 35:  Løs ligningen: 3x+20=x+64 
  Løs ligningen: 7x-3=13x+15 
  Er x=10 en løsning til ligningen: 7x-3=13x+15? 
opgave 36: Løs ligningen: -6x=24 
 Løs ligningen: 6x=24 
Rapport 1, side 20 
MW: Okay. Har man så fået fat i alle løsninger på den måde? 
S: Nej, der er selvfølgelig flere kombinationer. Jeg kan også godt forestille mig hvis… Ja, det ved jeg ikke helt, men det 
er der. Hvis mmm b, og ja hvis b og a var ens. 
MW: Hvordan fandt du frem til, at a og c skulle være ens? 
S: Øh, ja på den som jeg lige forklarede det, jeg sad og puttede et tal ind, og så lader jeg de to være ens med det tal, 
og så satte jeg forskellige værdier ind. 
 
Umiddelbart svarer S korrekt i opgave 17 og 18 på, om der findes værdier af 𝑎, så 
𝑎2 = 2𝑎, og om der findes værdier af 𝑏, så 4𝑏 = 4 + 𝑏. Disse svar er fulgt af en 
kommentar om, at 𝑎 og 𝑏 ikke må være konstante, og de opfattes jo ganske rigtigt som 
variable i disse ligninger. 
Da S i opgave 33b skal løse ligningen (𝑥 − 3)(𝑥 − 5) = 0 kommer han dog i 
problemer. Han ganger parenteserne korrekt sammen i stedet for at bruge nul-reglen, 
som han er præsenteret for i undervisningen, og han kommer ikke i tanke om at løse 
andengradsligningen vha den kendte formel. I stedet forsøger S at isolere 𝑥 ved en 
række omskrivninger, som ligner dem, der bruges ved førstegradsligninger. I 
interviewet afslører S et videre kendskab til problematikken, idet han husker, man skal 
bruge diskriminanten, og “der skulle være 𝑥2 væk”, men han kan ikke umiddelbart løse 
opgaven. 
 
Ser vi på ligninger, der ikke har nogen løsninger, og ligninger der har uendeligt mange 
løsninger, så har vi igen brud på den didaktiske kontrakt, idet eleverne yderst sjældent 
(om nogensinde) har været udsat for sådanne eksempler. S har da også problemer 
her. I interviewet4 bliver S i første omgang blot bedt om at forklare om 0 er en løsning 
til 3𝑥 − 𝑥 = 2𝑥: 
 
S: Der har jeg tænkt, at x ikke er løsningen, da hvis du bruger nul, så vil det hele give nul. 
MW: Okay. 
S: Og så har jeg ikke lige overvejet, så kan jeg godt se nu, at det vil det hvis x er nul, så vil det være løsningen idet, så 
vil det hele give nul, og jeg regnede ikke med at nul ville være en løsning i den her opgave. 
MW: Okay. Hvis man sætter - gider du prøve og sætte nul ind og prøve og sige hvad du tænker? 
S: Altså hvis du sætter 0 ind på x’s plads, så vil der stå 3 gange nul minus nul, og det giver nul. Og på den anden side 
står der 2 gange nul, og det giver jo så også nul, så derfor vil det hele give nul. Og så kan x 0 også godt være en 
løsning. 
 
Et øjeblik bliver man i tvivl om, om ligninger er internaliseret hos S, men det afslører 
han hurtigt, at de er. Hans indskydelse, da han lavede detektionstesten, var dog, at 0 
ikke kunne være en løsning, og det tyder, trods tidligere vurderinger, alligevel på 
problemer med reificering af tallet 0. 
Går man S lidt på klingen, kan han godt undersøge, om andre værdier er løsninger til 
ligningen5: 
 
MW: Ja. Hvad ville det så være, hvis man satte 1 ind fx? 
S: Øh, så vil der stå 3 gange 1 minus 1, og 3 gange 1 det giver 3, minus 1 det giver 2. Så herovre vil der stå 2 gange 1, 
og det vil jo så give 2. 
MW: Er 1 så en løsning? 
S: Øhhhh, Ja. 
MW: Ja, det er den. Kan du finde flere løsninger? 
S: Øhhh, ja vi kan jo prøve med 2, så står der 3 gange 2, det giver 6, minus 1 det giver 5. 
MW: Hov, hvad var det for et tal, vi var ved at bruge? 
                                               
4 opgave 25: Er x=0 en løsning til ligningen 3x-x=2x? Ja:_ Nej:_ Kan ikke svare:_ 
5 opgave 20: Hvad er løsningen/løsningerne til ligningen 3x-x=2x? 
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S: Jeg sagde 2. 
MW: Ja 
S: Og så vil der stå 2 gange 2 herovre, det vil så give 4, så derfor vil 2 ikke være en løsning. 
MW: Jo, hvis du regner rigtigt, så er 2 en løsning. 
S: Er det det? Nå ja, der skal jo stå 2 der, jeg kom til at minus med 1, ja, så vil 2 også være en løsning. 
MW: Ja, det vil det. Kan du sige noget om hvor mange løsninger, der er til den? 
S: Der er vel x antal løsninger. 
MW: Ja, det kan man måske godt sige. 
S: Ja, der er mange. 
MW: Ja, der er rigtig mange, kan du gennemskue, hvorfor der er rigtig mange løsninger? 
S: Øhm, vel fordi du også ganger med x på den anden side og du minusser med x her. Altså… 
MW: Hvad giver 3x-x? 
S: Det giver 2x. Nej det gør det så ikke, jo, nej, nu bliver jeg i tvivl. Jeg har 3x og det minusser vi med 1 x, så må det 
give 2x 
MW: Ja 
S: Så derfor vil det være ens, og derfor vil der være uendelig mange løsninger. 
MW: Ja det er rigtigt. 
 
Det er interessant, at S ikke af sig selv reducerer venstresiden af ligningen men først 
gør det på opfordring, og selv da bliver han i tvivl om resultatet. Han er dog i stand til 
at drage den korrekte konklusion om antallet af løsninger, da han får 2𝑥 = 2𝑥. 
 
Det sidste eksempel, vi vil trække frem, er opgave 37: For hvilke 𝑥 gælder:  
38𝑥 + 72 = 38𝑥. Ligningen uden løsninger! I det følgende forsøger S at forklare sin 
fremgangsmåde: 
 
S: Jeg har prøvet at isolere x ved at flytte 38 over på den anden side og så flytte 72, så der kommer til at stå 38x minus 
38x og det vil jo så give minus 72, og så når øh, så bå.. gik går 38x minus 38x det vil jo så give x. 
MW: Vil det det? 
S: Nej det vil det jo så ikke. Det må jo så give… Ja… Det må jo så give nul vel. Fordi det går vel ud med hinanden? 
MW: Ja. Jeg synes også du har skrevet både nul og så oven i x. 
S: Ja, det er nok fordi jeg bliver i tvivl, og så holder jeg ikke ved min første mening, og så… 
MW: Hvis der nu står nul er lig med -72. 
S: Så havde det passet. 
MW: Men er det rigtigt? 
S: Øhhh 
MW: Er nul lig med minus 72? 
S: Nej det kan det ikke, så det er jo også stadigvæk forkert, øhm… Hvad skulle jeg have gjort anderledes her? 
MW: Hvad nu hvis jeg siger, det kunne også være, det ikke gælder for nogen x? 
S: Ja, det gælder jo så for hvis x er nul, at der sådan men 
MW: Er det rigtigt, når x er nul? 
S: 38 gange nul det giver nul… ja det vil jo så give at, ja hvis x er nul, så vil det jo bare give 72. 
MW: Er lig med..? 
S. Er lig med x, er lig med 0 vel? 
MW: Ja, det er rigtigt. 
S: Ja, for hvis du sætte 0 her ind på x’ernes plads, så vil der jo stå 38 gange nul, det giver nul, plus 72, det giver så 72 
er lig med 38 gange 0, som giver nul. 
MW: Ja, så står der 72 er lig med … 
S: Nul. 
MW: Er det rigtigt? 
S: Det kan det jo… Nej. Det kan det jo ikke, for 72 kan jo ikke være lig med 0. For nul det er nul. 
MW: Så nul er ikke en løsning. 
S: Nej… hm… Ja, så ved jeg ikke helt. 
MW: Der er ikke nogen x’er der er løsning. 
S: Så det er ikke en løsbar ligning, eller hvad? 
MW: Rigtigt. 
S: Okay, ja det giver så faktisk mening nu. 
MW: Ja 
S: Det var da irriterende. 
MW: Ja.  
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Det ses endvidere at S er noget utilpas med, at der findes ligninger uden løsninger. 
Han stritter noget imod, idet han så mener, at nul må være løsningen. Nullet bliver her 
en markør for fravær af løsninger, og S betragter ikke nul som en værdi på lige fod 
med de øvrige reelle tal. Først da han tvinges til langsomt at undersøge om nul er en 
løsning, udsættes han for den kognitive konflikt, at der er ligninger uden løsning, og at 
dette ikke er ensbetydende med at 𝑥 = 0. 
 
Vurderingen er at S har internaliseret og kondenseret ligninger af første grad og deres 
løsninger. Brydes den didaktiske kontrakt kommer S dog i vanskeligheder. Det ses, da 
S ikke kan løse førstegradsligninger med ingen eller uendeligt mange løsninger, og 
ligninger er således ikke reificeret hos S. Endvidere har vi set, at S kan komme i 
vanskeligheder, når løsningen til en ligning er 0. Det skyldes formentlig den 
manglende reificering af tallet. S har ikke kondenseret og reificeret ligninger af anden 
grad, men det falder uden for opgaven, så det vil vi ikke undersøge nærmere. 
Interventionsdesign 
Interventionen er bygget op som en vekslen mellem samtale og individuel 
opgaveløsning. En del af samtalerne knytter sig naturligt nok til de lige løste opgaver, 
og samtalerne skal sikre en vis progression, så eleverne ikke blot fortsætter i de 
samme fejlopfattelser. Interventionen tager udgangspunkt i elevernes begrænsede 
talforståelse, og bevæger sig over i en lille mellemtest i ligninger. Herefter skal 
eleverne konstruere ligninger med bestemte løsninger og teste om bestemte værdier 
er løsninger til ligninger. Eleverne skal nu gerne være klar til at løse ligninger i stadig 
stigende sværhedsgrad. Endelig sluttes af med en interventionstest, der lægger sig 
tæt op ad opgaverne om tal og ligninger fra detektionstesten, så vi kan sammenligne 
elevernes resultater før og efter. Interventionen strakte sig over 2-3 uger med 4-5 
møder i alt. 
 
Da vi vil undersøge om den begrænsede talforståelse har indflydelse på elevernes 
evne til at løse ligninger korrekt, så begynder vi interventionen med en samtale om tal. 
Vi vil tale om, hvad eleverne opfatter som tal, om nul er et tal, negative størrelser, om 
brøker opfattes operationelt eller strukturelt (ie som regnestykker eller tal) og om 
decimaltal. Så vil vi snakke om, hvordan man omregner mellem brøker og decimaltal. 
Herefter skal eleverne i opgave 1 og 2 (se alle opgaverne i bilag 2) lave nogle 
omregninger mellem brøker og decimaltal. I opgave 3 og 4 skal de forsøge at sætte 
forskellige tal i rækkefølge og finde tal mellem andre tal.  
Opgave 5 er en lille mellemtest i ligninger, som skal afsløre på hvilket niveau eleverne 
løser ligninger nu. Abstraktionsniveauet er bygget op som hos Vlassis (Vlassis 2002): 
Den første ligning er konkret aritmetiske, de næste fire er abstrakt aritmetiske, de 
sidste to er algebraiske, og den sidste af disse har en brøk som løsning. I den femte af 
ligningerne testes om eleverne kan håndtere additionstegnets kommutativitet. Da 
opgaven her har fokus koncentreret om ligningsløsning, er der ingen præ-algebraiske 
ligninger, som bygger på modeller. Vi nøjes med rent algebraiske ligninger, som er 
løsrevet fra modeller, og som kun giver mening i den algebraiske kontekst. Efter 
opgave 5 bør vi således have et rimeligt billede af hvilket niveau, de løser ligninger på 
nu.  
Man kunne med fordel planlægge flere opgaver af samme type, så det ikke er 
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tilfældige fejl, som er afgørende for hvilket niveau de nu placerer sig på. 
Den 6. opgave tager hul på problematikken om, hvad en løsning til en ligning er, da de 
skal konstruere en ligning med løsningen 𝑥 = 2. 
Opgave 7 er en forlængelse af opgave 6. Eleverne skal nu konstruere ligninger, hvor 
løsningerne går fra mere simple tal, til mere besværlige tal, og i den sidste opgave 
kræves ydermere at ligningen skal være algebraisk. 
I den 8. opgave skal eleverne kontrollere om forskellige værdier er løsninger til en 
række ligninger der øges i abstraktionsniveau. Den første er aritmetisk, de næste tre 
er algebraiske, og i den sidste skal de undersøge om et negativt tal er løsningen, 
hvilket skal vise om de mestre multiplikation af to negative tal. 
Nu begynder ligningsløsningen for alvor. Opgave 9 består af fire ligninger: En pæn 
ligning med en halvpæn løsning, en pæn ligning med en grim negativ løsning, en grim 
ligning med en pæn løsning og en grim ligning med en grim løsning. Her skal ‘pæn’ 
forstås således at koefficienter og løsninger er hele tal, ‘halvpæn’ er en brøk med små 
tal i tæller og nævner, og ‘grim’ dækker således over ikke-hele rationelle tal som 
koefficienter og løsninger. 
Endelig vil vi gerne have eleverne til at overveje, om alle førstegradsligninger har 
løsninger, og om de kan have mere end én løsning. Dette kræver indførelse af et 
bogstav som koefficient. Opgave 10 er derfor en række ligninger, hvor a indgår som 
koefficient til 𝑥 eller som en del af 0.gradsleddet. I opgave 11 uddybes elevernes 
forståelse af denne ukendte koefficient a, da de skal bestemme den for en given 
løsning til ligningen.  
Opgave 12 er et eksempel på en ligning, der ikke kan løses for alle værdier af a, og 
endelig er opgave 13 et eksempel på en ligning, der har uendeligt mange løsninger for 
en bestemt værdi af a. 
Interventionen afsluttes med en interventionstest med forskellige talforståelsesopgaver 
og ligninger (se bilag 3). 
Alle ligninger i interventionen har været med 𝑥 som ukendt, da vi ellers ville bevæge os 
over i at teste elevernes symbol- og formalismekompetecer, og det ønskede vi ikke 
her. 
 
Resultater 
I dette afsnit vil vi beskrive resultaterne af interventionstesten for de tre elever.  
 
Brian (MG 2h Ma) 
Nedenstående figur illustrerer Brians resultater i detektionstesten og 
interventionstesten. Interventionstesten er som før nævnt udvalgte opgaver fra 
detektionstesten, men med andre tal. Det er kun opgaverne fra interventionstesten og 
de tilsvarende opgaver fra detektionstesten der er medtaget her. De blå pinde viser 
resultatet fra detektionstesten og de orange/brune pinde viser resultatet fra 
intervenstionstesten. Fraværet af en pind betyder at opgaven ikke er besvaret. En pind 
der ligger under stregen symboliserer et forkert resultat og en pind oven over stregen 
illustrerer omvendt et korrekt svar. 
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Figuren viser, at B efter interventionen har haft modet til at svare på 10 flere 
spørgsmål. Faktisk er det kun spørgsmål 25 i interventionstesten, som han ikke 
besvarer. Af de 10 spørgsmål, som han har haft modet til at besvare, er 4 forkerte og 6 
korrekte. Interessante er spørgsmål 8, 12, 15, 27 og 31, som er besvaret korrekt i 
detektionstesten men ikke i interventionstesten. De første fire spørgsmål er 
“Ja/Nej/Kan ikke svare”-spørgsmål, så man må formode, at der stadig er 
misforståelser og eventuelt gætteri på spil hos B. Spørgsmål 5, 9, 20, 21 og 26 er 
besvaret forkert i detektionstesten men korrekt i interventionstesten. Spørgsmål 20 og 
21 er et tegn på, at B har forbedret basale ligningsløsningskompetencer. Samlet set 
svarer B rigtigt på 6 flere spørgsmål i interventionstesten og forkert på 4 flere. Det er 
lige præcis ikke nok til, at man med et 𝜒2-test på et 10% signifikansniveau kan sige, at 
han har forbedret sig. 
Muamer (MG 2h Ma) 
Som nævnt under diagnosticeringen af M, havde M mere grundlæggende 
vanskeligheder. På trods af det valgte vi at gennemføre interventionsforløbet. 
Resultatet af interventionstesten viser da heller ikke på nogen måde fremgang.  
 
 
 
Dertil skal nævnes, at JA under testen så sig nødsaget til at hjælpe M med at løse et 
par simple førstegradsligninger, da han udstrålede så stor frustration, at JA ingen 
anden udvej så. Det drejer sig om opgave 20 og 21, som JA da også betragter som 
værende ikke besvaret, som det fremgår af ovenstående figur. 
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Søren (MfG 2xy MA) 
 
 
Det ses af figuren at Søren har svaret rigtigt på 18 spørgsmål i detektionstesten og 25 
spørgsmål i interventionstesten. I 9 spørgsmål er der tale om en forbedring, mens der i 
3 spørgmål er tale om en forværring. 4 af forbedringerne er i talforståelsesopgaverne, 
mens 5 af forbedringerne er i ligningsopgaverne. Laver man et 𝜒2-test på Sørens 
resultater, så kan man forkaste en 𝐻0- hypotese om at Søren ikke har lært noget på et 
7% signifikansniveau. Havde Søren blot besvaret endnu et spørgsmål korrekt i 
posttesten, så kunne vi forkaste 𝐻0 på et 4% signifikansniveau. 
 
Diskussion 
 
For Brians vedkommende viser det sig, som beskrevet under diagnosticeringen, at 
hans begrænsede talforståelse giver udslag i dårlige gæt på løsninger til ligninger. Han 
prøver med de små naturlige tal og nul, omend han er usikker på, om nul nu også er 
tilladt. Interventionsforløbet har på dette område ikke haft den ønskede effekt, idet B i 
interventionstestens  opgave 10  “Hvad er løsningen/løsningerne til ligningen   
4𝑥 − 𝑥 = 3𝑥?” svarer “Løsningen er 1: 4 × 1 − 1 = 3 × 1”. Optimalt set burde 
interventionsforløbet have givet B redskaberne til at begynde at lave algebraiske 
reduktioner og omskrivninger af ligningen, men han vælger altså stadig gættemetoden 
og gætter kun med det naturlige tal 1. Han prøver således ikke med eksempelvis 
decimaltal endsige irrationelle tal. Men det er et enestående tilfælde. I opgaverne 20, 
21, 23 og 24 løser B ligningerne på fornemmeste vis med algebraiske omskrivninger. 
At B klarer sig bedre i løsningen af ligninger skyldes derfor nok nærmere 
interventionsarbejdet med løsningen af ligninger (især arbejdet med algebraiske 
omskrivninger af ligningerne i interventionens opgave 5) end det skyldes forbedring af 
talforståelsen. Et andet bud på årsagen er den måde opgaverne stilles på. I opgave 10 
spørges der efter løsningen/løsningerne. I de andre opgaver bliver man bedt om at 
løse ligningerne. Så måske er det den didaktiske kontrakt, der er på spil her. 
 
Vi har under diagnosticeringen redegjort for, at Søren har en begrænset forståelse af 
tallet nul og de rationelle tal. Vi har endvidere redegjort for, at han ikke har reificeret 
ligninger. Er der så en sammenhæng mellem Sørens begrænsede talforståelse og 
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hans manglende reificering af ligninger? Ja, i det tilfælde, hvor vi ser på en ligning 
uden løsninger, tror Søren, at det er ækvivalent med 𝑥 = 0, hvor nullet her bliver en 
fraværsmarkør. Sørens manglende reificering af tallet forhindrer ham i selv at opdage, 
hvad det vil sige, at ligningen ikke kan løses. På den anden side, ser det ikke ud til, at 
Sørens manglende forståelse af brøkerne har nogen indflydelse på hans evne til at 
løse ligninger. Ligningen 7𝑥 − 3 = 13𝑥 + 15 reduceres problemfrit til −18 = 6𝑥 og 
denne ligning behøver man ikke forstå brøker for at løse, man kan blot foretage 
divisionen −18: 6.  
Har interventionen afhjulpet problemet?  
Søren har forbedret sig fra detektionstesten til interventionstesten i opgaven, hvor man 
skal undersøge om nul er løsningen til ligningen 4𝑥 − 𝑥 = 3𝑥. Han lykkes dog ikke med 
at finde alle løsningerne til ligningen. Han lykkes også i den anden test med at opdage, 
at ligningen 23𝑥 + 18 = 23𝑥 ikke har nogen 𝑥-værdier som løsning. Der er altså sket 
en forbedring i de opgaver, der knytter sig til 𝑥 = 0 eller til misforståelsen 𝑥 = 0 ⇔ 
𝐿 = Ø. Har Søren så reificeret tallet nul nu? Det er svært at svare på ud fra dette 
materiale, men Søren har i hvert fald fået mere erfaring med ligninger, der bryder den 
didaktiske kontrakt, og dermed har han fået et nyt kendskab til tallet nul. 
Er der sket nogen ændring i Sørens forståelse af brøker? I interventionsforløbet har vi 
omregnet brøker til decimaltal, og decimaltal til brøker, og vi har arbejdet med at finde 
tal mellem to decimaltal og mellem to brøker. Dette har givet Søren en bedre 
forståelse af de rationelle tals uendelighed og fordeling på talaksen, da han i 
interventionstesten (i modsætning til i detektionstesten) nu let kan angive, at der er 
uendeligt mange decimaltal mellem 
2
9
 og 
3
9
, og at der er uendeligt mange brøker 
mellem 0,28 og 0,29. Har dette så forbedret han ligningsløsningsevner? Det er der 
ikke noget, der tyder på, da der heller ikke var noget, der antydede, at der var et 
problem. 
 
Efter interventionsforløbet er vi kommet i tvivl om, hvorvidt vi i forhold til 
problemformuleringen har lagt fokus det rette sted i interventionsforløbet. Vi lagde 
fokus på talforståelse og ligninger som to sidestillede emner. Måske skulle vi 
udelukkende have haft fokus på forståelse af talbegrebet for dermed at undersøge 
indflydelsen på ligningsbegrebet. Det er svært gennemskueligt om elevernes 
forbedringer i opgaverne omkring ligninger skyldes interventionsarbejdet med 
forståelse af talbegrebet eller interventionsarbejdet med ligningsbegrebet. 
Hovedformålet med det hele er selvfølgelig at hjælpe eleverne og interventionstesten 
viser, at dette trods alt er lykkedes i nogen grad med Brian og Søren. 
 
Konklusion 
 
Detektionstesten og den efterfølgende diagnosticering viste tydeligt, at de elever vi 
arbejdede med havde store vanskeligheder med talforståelsen. Det viste sig på banalt 
niveau ved, at de ikke havde kendskab til taltypernes navne (naturlige tal, hele tal 
osv.), og også med hensyn til omskrivninger mellem forskellige repræsentationer af 
tallene. Her tænkes især på omskrivninger mellem decimaltal og brøker. Eleverne 
havde også vanskeligheder med ligninger og ligningsløsning. Stillet overfor en ligning 
gav eleverne sig til at gætte løsninger i stedet for at lave omskrivninger deraf. Her viste 
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det sig også, at eleverne, når de gættede løsninger, kun brugte de første naturlige tal. 
Det er klart, at begrænset talforståelse giver problemer med at løse ligninger med 
gættemetoden, men hvis man vælger at løse en ligning ved at gætte, ligger problemet 
måske et helt andet sted end begrænset talforståelse. I interventionsforløbet 
arbejdede vi med at bibringe eleverne en større forståelse for taltyperne og 
omskrivninger mellem forskellige repræsentationsformer og dernæst med ligninger og 
løsninger til ligninger. Dette ved at præsentere eleverne for ligninger af stigende 
sværhedsgrad med hensyn til “pæne”/”grimme” tal som koefficienter og løsninger. 
Elevernes resultater viser en forbedring i deres ligningsløsningskompetencer, men 
jævnfør diskussionen har vi svært ved, med det valgte forløb, at konkludere hvorvidt 
det skyldes en fremgang i talforståelsen.  
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Bilag 1: Elevernes resultater af detektionstesten 
 
Figur B1-a 
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Figur B1-b 
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Figur B1-c 
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Figur B1-d 
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Bilag 2: Interventionsdesign 
 
Fælles samtale: 
Hvilke tal findes der? Stil flere spørgsmål der passer i samtalen. Kom ind på nul og 
negative størrelse. Hvis jeg skriver 
2
7
, hvad tænker I så? Opfatter de brøker som tal eller 
regnestykker (strukturelt/operationelt)? 
Samtal om decimaltal og omskrivninger mellem decimaltal og brøker. 
 
Opgave 1 
Omregn til decimaltal: 
 
a) 
2
9
 b) 
11
14
 c) 
9
7
 d) 
8
2
 
 
e) Hvad er fælles for de to første? 
 
f) Hvad er fælles for de to sidste? 
 
 
Opgave 2 
Omregn til brøker: 
 
a) 0,1111 … b) 0,125 c) −0,4 d) 2,4 
 
 
 
Opgave 3 
Stil følgende tal i rækkefølge. Begynd med det mindste: 
a)  
1
5
 
11
14
 
2
30
 
 
 
b) 
49
7
 0,123 
4
9
 
7
49
 −0,8 10 
 
 
 
Opgave 4 
a) Find et tal mellem 0,65 og 0,66. 
b) Find et tal mellem 
2
7
 og 
3
7
. 
 
 
Opgave 5 
Løs følgende ligninger: 
a) 𝑥 + 7 = 15 
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b) 𝑥 − 7 = 1 
c) 2𝑥 + 3𝑥 = 20 + 5 
d) 4𝑥 + 7𝑥 − 2 = 9 
e) 6𝑥 + 5 − 8𝑥 = 27 
f) 4𝑥 = 3 + 𝑥 
g) 4𝑥 = 4 + 𝑥 
 
Opgave 6 
Lav en ligning, der har løsningen 𝑥 = 2. 
 
Gennemgang af ligning 5. e, f og g. 
 
Opgave 7 
Konstruer en ligning med løsningen 𝑥 = 2,1 
Konstruer en ligning med løsningen 𝑥 = −4 
Konstruer en ligning med løsningen 𝑥 = −1,2 
Konstruer en ligning med løsningen 𝑥 = 2,1, hvor x indgår på begge sider af lighedstegnet. 
 
Opgave 8 
Kontroller om 𝑥 = 3 er løsning til ligningen 4𝑥 + 5 = 21 
Kontroller om 𝑥 = 3 er løsning til ligningen 4𝑥 + 5 = 11 + 2𝑥 
Kontroller om 𝑥 = 3 er løsning til ligningen 4𝑥 + 5 = 21 − 𝑥 
Kontroller om 𝑥 = −3 er løsning til ligningen −4𝑥 − 5 = −11 − 2𝑥 
 
Opgave 9 
Løs følgende ligninger: 
2𝑥 − 12 = 5𝑥 − 16  
3𝑥 + 10 = −4𝑥 − 21  
3,69𝑥 + 6,15 = 15,99 − 1,23𝑥  
4,96𝑥 − 2,22 = 1,70𝑥 + 8,75  
 
Opgave 10 
Løs ligningerne 
a) 4𝑥 = 𝑎 
b) 𝑎𝑥 = 2 
c) 4𝑥 + 1 = 𝑎 
d) 4𝑥 + 1 = 𝑎 − 2 
e) 5𝑥 + 𝑎 = 3𝑥 + 10 
f) 𝑎𝑥 + 2 = 4𝑥 + 5 
g) 𝑎𝑥 + 2 = 4(𝑥 + 2) − 6 
 
Opgave 11 
Hvad skal 𝑎 være i ligningerne i opgave 10 for at  𝑥 = 3 er løsningen? 
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Opgave 12 
Kan (𝑎 − 4)𝑥 = 3 løses for alle værdier af a? Forklar. 
 
Opgave 13 
Kan 𝑎𝑥 + 2 = 4(𝑥 + 2) − 6 have mere end én løsning? Forklar. 
 
Postinterventionstest 
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Bilag 3: Interventionstest 
 
Postinterventionstest (tal og ligninger) 
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 Bliver man narret,  
når man vælger at være narrativ? 
 
af 
 
Marianne Weye Sørensen (MW) 
og  
Jacob Allerelli (JA) 
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Indledning 
 
I KOM-rapporten (Niss et. al., 2002) beskrives kompetenceblomsten bestående af otte 
forskellige overlappende kompetencer, som elever bør besidde for at kunne begå sig i 
matematik. Naturligvis er kompetencerne afpasset til det trin, eleverne er nået til i 
uddannelsessystemet. I nærværende rapport slår vi især ned på den af de otte 
kompetencer, der kaldes ræsonnementskompetencen. I KOM-rapporten karakteriseres 
denne kompetence ved: At være i stand til at kunne følge og bedømme et matematisk 
ræsonnement, at vide og forstå hvad et matematisk bevis er, at kunne afdække de bærende 
ideer i et matematisk bevis, og at kunne udtænke og gennemføre informelle og formelle 
ræsonnementer. Vi kommer dog også omkring repræsentationskompetencen, som 
karakteriseres ved: At kunne forstå og betjene sig af forskellige slags repræsentationer af 
matematiske objekter, som i denne rapport specielt er hvordan argumenter fremstilles. Det 
er ingen hemmelighed (Healy & Hoyles, 2000), at mange elever vælger at fremstille 
argumenter narrativt. Dette fænomen dukkede også op i gennemgangen af seks 
matematikholds besvarelser af en detektionstest, som i nogen grad vil blive gennemgået 
senere. Vi valgte at have fokus på dette fænomen i forløbet og stillede os selv spørgsmålet 
fra titlen på denne rapport “Bliver man narret, når man vælger af at være narrativ?”. Dette 
skal forstås som et lille sjovt ordspil, der lægger op til, at vi ville undersøge, hvorfor så 
mange elever vælger at fremstille deres argumenter narrativt, og hvad det betyder for 
elevernes beherskelse af ræsonnementskompetencen. Vi afviger dog herefter fra ordet 
narrativ og vil i stedet benytte ordet fortællende.  
 
Rapporten er delt således ind, at vi starter med en beskrivelse af detektionstesten, og vi 
laver en kvantitativ og en kvalitativ analyse af elevernes besvarelser af denne. På baggrund 
af dette stiller vi et par spørgsmål i problemformuleringen, som vi vil bruge resten af 
rapporten på at besvare. Dernæst kommer vi omkring diagnosticeringen af nogle enkelte 
elever, og med baggrund heri beskriver vi designet af et klasserumsinterventionsforløb med 
efterfølgende interventionstest. Efter det beskriver vi resultaterne af interventionsforløbet, 
det vil sige resultaterne af interventionstesten. Til sidst diskuterer vi dels de anvendte 
redskaber og metoder og dels elevernes opnåede resultater. Afslutningsvis giver vi mulige 
svar på de stillede spørgsmål. 
Detektionstest 
 
Vi har givet detektionstesten med de 23 spørgsmål fra professoren om ræsonnementer og 
beviser til i alt seks hold. De seks hold fordeler sig på forskellige skoleformer, niveauer og 
klassetrin. To af holdene var fra HF, hvor et var 1.hf’ere med matematik på C-niveau 
(MG1hma2) og et var 2.hf’ere med matematik på B-niveau (MG2hMa). De resterende fire 
hold var fra STX, hvor to var 1.g’ere med matematik på hhv. B- og A-niveau (hhv. MG1yMa 
og MG1xMA), en klasse var 2.g’er med matematik på A-niveau (MfG2xyMA), og det sidste 
hold, som er et valghold, var en 3.g med matematik på A-niveau (MG3gMA2). Vi vil i det 
følgende gå i dybden med holdene MG2hMa og MfG2xyMA, da dette er vores egne hold og 
de hold, hvortil vi lavede interventionen. Resultater af detektionstest og behandling deraf for 
de resterende tre STX-hold vil blive uddybet i underafsnittet “Kollegialt samarbejde” og kun 
ganske kort medtaget her. 
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I resten af dette afsnit vil vi kort give en kvantitativ undersøgelse af besvarelserne af 
detektionstesten baseret på alle seks hold. Derefter vil vi gå i dybden med resultaterne fra 
vores egne to hold. 
Første kvantitative undersøgelse af besvarelser af detektionstesten 
 
Inspireret af Healy & Hoyles undersøgelse af begavede 14-15 årige elevers opfattelser af 
bevis (Healy & Hoyles, 2000) knyttede vi et pointtal mellem 0 og 3 (begge inklusive) til 
besvarelsen af hvert spørgsmål. 0 point for ikke-besvaret, misforstået besvarelse eller 
lignende og progressivt til 3 point for den fyldestgørende besvarelse. De seks holds 
pointgennemsnit for hvert spørgsmål kan ses i dets fulde i bilag 1. I det følgende vil vi give 
nogle kommentarer til resultaterne af enkelte spørgsmål, hvor vi finder det kuriøst. 
Kommentarerne er udelukkende baseret på vores egne erfaringer og gisninger, og vi vil ikke 
behandle det yderligere, hvorfor det også kun vil være ganske korte kommentarer. 
 
Som det ses i bilaget er pointgennemsnittet for stort set alle hold meget lavt for 
spørgsmålene 5c, 8 og 9. De tre spørgsmål ses herunder med korte kommentarer til 
resultatet. 
 
 
 
I delspørgsmål c) skal man altså godtgøre, hvorfor beviset er ukorrekt, hvis man mener, det 
er ukorrekt. Det er meget få elever, der angiver, at beviset er ukorrekt på grund af division 
med 0 i sidste del. For hovedparten af HF-eleverne vil manglende besvarelse af dette 
spørgsmål skyldes, at man giver op overfor “alle disse bogstaver”, er vores erfaring. Det 
gælder sandsynligvis også for en ikke ubetydelig del af STX-eleverne, men her vil det 
erfaringsmæssigt givetvis alternativt skyldes, at man ikke “opdager”, at division med b-a 
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betyder division med 0. De fleste elever (både HF og STX) ved nok, at division med 0 er 
“ulovligt”. Det kan måske undre mere, at end ikke A-niveauholdene (især 2.g og 3.g) synes 
at kunne gennemskue fejlen. 
 
 
 
En stor del af besvarelserne havde ordlyden “Det ser da meget rigtigt ud” (eller varianter 
deraf). En forklaring på holdenes lave pointgennemsnit i denne opgave kan være, at der i 
undervisningen gøres for lidt ud af, hvad man kunne kalde for “regning med gennemsnit”. 
Måske møder eleverne kun opgaver af typen “beregn gennemsnittet af…”. Og dermed opnår 
de kun en operationel forståelse af begrebet “gennemsnit”. De ser måske blot udtrykket  
47000+37000
2
= 42000 og tænker “Det er jo gennemsnittet af de to tal, så det er vel rigtigt nok” 
uden at tage højde for, at de to indgående tal i sig selv er gennemsnit. 
 
 
 
Et bud på elevernes lave pointgennemsnit i denne opgave kan dels være, at eleverne ikke i 
tilstrækkelig grad præsenteres for forskelligheden af 𝐴 ⇒ 𝐵 og 𝐴 ⇐ 𝐵, dels i det konkrete 
tilfælde, at eleverne ikke præsenteres i tilstrækkelig grad for lodrette linjer (på C-niveau i 
hvert fald). Det kan måske stadig undre, at heller ikke 2.g og måske især heller ikke 3.g 
eleverne klarer sig ret godt i dette spørgsmål. 3.g da plan- og rumgeometri har en vis fylde 
på A-niveau.  
 
For langt de fleste opgaver er det tydeligt at desto længere skolegang desto højere 
pointgennemsnit, hvilket ikke kan komme som nogen overraskelse. Der er dog især et enkelt 
tilfælde, hvor dette ikke holder stik. Det er i spørgsmål 6. 
 
 
Rapport 2, side 6 
 
 
Her lander de tre A-niveauhold (som er fordelt på hver sin årgang) i en nær omegn af et 
gennemsnit på 1, mens det for de resterende tre hold (to HF og et B-niveau 1.g) lander på et 
gennemsnit mellem 1,5 og 2. Det ses endda, at 1. HF holdet klarer sig bedst af de seks hold. 
En forklaring på dette fænomen kan være, at de tre A-niveauhold givetvis alle har arbejdet 
en del med kvadratsætningerne og dermed har et godt (omend operationelt) kendskab til 
disse. Derved kan man forestille sig, at de anser argumentet for holdbart, da de nok aldrig er 
stødt på et tilfælde, hvor enten x eller y er 0. Men det forklarer jo ikke, hvorfor de andre tre 
hold klarer sig bedre. Hvis vi ser på 1.HF-holdet, har 13 elever ud af 19 svaret korrekt på 
spørgsmålet. Antager vi nu at der er to svarmuligheder (ja eller nej), så er der ca. 8,4% 
chance for at 13 eller flere svarer rigtigt ved at gætte. Man kunne fristes til at tro, at HF’erne 
faktisk klarer sig godt (er heldige), fordi de fleste har gættet. Men igen er dette bare en 
gisning. En anden mulighed er, at de tror (𝑥 + 𝑦)2 = 𝑥2 + 𝑦2, og så er argumentet i opgaven 
jo forkert, og opgaven er korrekt besvaret på et falsk grundlag. 
 
I første gennemløb af besvarelserne benyttede vi også Healy og Hoyles’ kategorisering af 
elevers argumenters fremstillingsform (Healy & Hoyles, 2000, p. 403). Healy og Hoyles 
benytter tre kategorier “empirisk”, “formelt” og “fortællende”. Vi valgte at udvide med en 
fjerde kategori, som vi kaldte for “geometrisk” og benævnte kategoriseringen 
ræsonnementtyper. Undervejs i gennemgangen af besvarelserne blev det klart for os, at 
dette ikke var den bedste fremgangsmåde for vores mål med forløbet. Mere om det senere. 
Med ovenstående kategorier fandt vi følgende resultater i besvarelserne. 
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Figuren viser, hvordan elevernes besvarelser på de spørgsmål, hvor der skulle 
begrundes/argumenteres, fordelte sig blandt de fire kategorier og en ubesvaret/ubegrundet. 
Figuren viser dels, at længere skolegang giver færre ubesvarede spørgsmål, og dels at 
HF’ere er mere tilbøjelige til at lade spørgsmål stå ubesvaret. Det var forventeligt. Det var 
også forventeligt, at en stor andel af eleverne forfalder til en fortællende fremstillingsform. At  
andelen er så stor skal nok tages med et gran salt, da vi fandt at kategoriseringen ikke var 
disjunkt, og vi dermed måske har været tilbøjelige til at favorisere den fortællende 
fremstillingsform fremfor for eksempel den empiriske fremstillingsform. Healy og Hoyles 
fandt, at størstedelen af eleverne i deres undersøgelse faldt i kategorierne empirisk og 
fortællende. I denne undersøgelse skulle eleverne angive hvilke argumenter, der bedst 
forklarede en påstand. Med de forbehold, som vi vil elaborere på i diskussionsafsnittet, 
valgte vi alligevel at lade vores arbejde fokusere på, hvorfor der var så stor en andel af 
eleverne, som vælger en fortællende fremstillingsform. 
 
Todimensionel kategorisering af elevers argumenter 
 
Som før nævnt måtte vi sande, at Healy og Hoyles’ kategorisering ikke var helt 
tilfredsstillende for vores videre arbejde. I anden omgang indførte vi derfor en slags 
todimensionel kategorisering af elevernes begrundelser/argumenter af bestemte spørgsmål 
fra detektionstesten. I den ene dimension benyttede vi os af Harel og Sowders 
bevisskemataksonomi (Harel & Sowder, 1998 og 2007). I den anden dimension benyttede vi 
en kategorisering af, hvad vi har valgt at kalde argumentets repræsentationsform. 
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Bevisskemaer 
Jævnfør Harel & Sowder (1998 og 2007) baserer definitionen af et individs (eller samfunds) 
bevisskema sig på tre facetter: Formodning versus faktum, bevisførelse og overbevise sig 
selv versus overbevise andre. En påstand opfattes af et individ som en formodning, hvis 
individet er usikker på, hvorvidt påstanden er sand eller ej. Påstanden bliver et faktum, hvis 
individet kan fjerne tvivlen om påstandens sandhed. Bevisførelse er processen et individ 
gennemgår for at fjerne tvivlen om en påstands sandhed. Som underprocesser til 
bevisførelse er processen at overbevise sig selv og andre om en påstands sandhed. Dette 
leder frem til definitionen på bevisskema. Et individs bevisskema består af det, som udgør at 
overbevise sig selv og andre om en påstands sandhed.  
 
På baggrund af denne definition indfører Harel og Sowder en taksonomi af bevisskemaer, 
som individer kan have. De laver en hovedkategorisering i tre kategorier, som hver især 
består af en underkategorisering. 
 
 
Bevisskema Underkategorier 
Eksternt bevisskema Autorativt bevisskema: 
Individet lader sig overbevise af autoriteter, som f.eks. 
matematiklærere, matematikbøger, wikipedia m.fl. 
 
Rituelt bevisskema: 
Individet lader sig f.eks. overbevise af fremstillingen af 
argumentet. F.eks. at geometribeviser skal stå i to spalter. 
 
Symbolsk bevisskema: 
Individet lader sig overbevise af, at et argument indeholder 
matematisk symbolbrug, men skænker ikke korrektheden 
en tanke. 
 
Empirisk bevisskema Induktivt bevisskema: 
Individet lader sig overbevise af enkelte konkrete eksempler 
på trods af, at påstanden er universel. 
 
Opfattende bevisskema: 
Individet lader sig overbevise af sin egen opfattelse af det 
viste.  
Deduktivt bevisskema Transformationelt bevisskema: 
Indvidet lader sig overbevise af matematiske logiske 
(korrekte) slutninger. 
 
Aksiomatisk bevisskema: 
Individet har et transformationelt bevisskema foruden viden 
om, at opbygningen af matematisk teori bygger på 
aksiomer. 
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Repræsentationsform 
 
I den anden dimension har vi valgt at udpege forskellige repræsentationsformer, som 
argumenter kan have. Her har vi valgt fire kategorier, idet vi har ladet os inspirere dels af 
Healy og Hoyles (2000) og dels af CadwalladerOlsker m.fl. (2013). 
 
Visuel 
Et visuelt fremstillet argument består hovedsageligt af visuelle fremstillinger af de objekter, 
der indgår i argumentet. 
 
Numerisk 
Et numerisk fremstillet argument består hovedsageligt af numeriske fremstillinger af de 
objekter, der indgår i argumentet. 
 
Fortællende 
Et fortællende argument består hovedsageligt af tekstlig beskrivelse af argumentet. 
 
Symbolsk 
Et symbolsk fremstillet argument består af logiske argumenter hovedsageligt under brug af 
matematisk symbolbrug. 
 
Med kategoriseringen af argumenter i de to dimensioner kan vi inddele elevernes 
argumenter i følgende skema, hvor b.s. står for bevisskema og r.f. står for 
repræsentationsform. 
 
 Eksternt b.s. Empirisk b.s. Deduktivt b.s. 
Visuel r.f. XV EV  DV 
Numerisk r.f. XN EN DN 
Fortællende r.f. XF EF DF 
Symbolsk r.f. XS ES DS 
 
I praksis vil vi dog ikke benytte ovenstående skema, men blot betegne argumenter med de 
bogstavkoder, som er anført i skemaet. Det har vist sig, at ikke alle kategorier benyttes af 
vores elever, så de anvendte kategorier er EV, EN, DN, DF og DS. Desuden tilføjes 
kategorien IB, som anvendes når eleven ikke svarer eller begrunder sit svar. I næste afsnit 
følger eksempler, der viser, hvordan enkelte forskellige elevers argumenter til et bestemt 
spørgsmål kategoriseres efter ovenstående. 
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Eksempler på todimensionel kategorisering 
 
I anden gennemgang af elevernes besvarelse af detektionstesten lagde vi os fast på et 
udpluk af spørgsmålene til førnævnte kategorisering i to dimensioner. Vi valgte 
spørgsmålene 2, 3, 5c, 8, 9b, 15b, 16b og 22.  
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Hovedsageligt er spørgsmålene blot valgt efter, at eleverne bliver bedt om at begrunde en 
påstand. Det er netop denne begrundelse, der kategoriseres efter ovennævnte inddeling. 
 
Med udgangspunkt i spørgsmål 16 følger her en stribe eksempler på forskellige 
elevbesvarelser og deres kategorisering.  
 
Rapport 2, side 12 
Eksempel EV (empirisk-visuel): 
 
 
 
Eleven i dette tilfælde fremstiller den lille terning visuelt ved at tegne den som en figur. Den 
store terning bliver ligeledes visuelt fremstillet ved at tegne den som en figur. Begrundelsen 
for Susannes påstand ligger i at den store terning er tegnet som otte terninger stablet på 
passende måde for at illustrere påstandens korrekthed. Der er ikke anført nogle størrelser 
på figuren, hvorfor vi vælger at tro at denne elev (i dette spørgsmål) besidder et empirisk 
bevisskema. 
 
Eksempel EN (empirisk-numerisk): 
 
 
 
I denne besvarelse vælger eleven hovedsageligt at fremstille argumentet numerisk, idet 
eksempler på terningens sidelængder angives og disse terningers rumfang beregnes. 
Således vælger vi samtidig at tro på, at denne elev (i dette spørgsmål) besidder et empirisk 
bevisskema. Det er dog værd at bemærke, at denne elev angiver en generel formel til at 
beregne rumfanget af en terning med sidelængde x. Man kan vælge at tro, at denne elev vil 
være forholdsvis let at “skubbe” over til at besidde et deduktivt bevisskema.  
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Eksempel DF (deduktiv-fortællende):  
 
 
 
Denne elev vælger hovedsageligt at fremstille sin begrundelse fortællende. Eleven viser i 
fortællingen tegn på at besidde et deduktivt bevisskema, omend det måske er en smule 
forplumret og ufærdigt, idet eleven nævner formlen for rumfanget af en terning og samtidig 
nævner at fordobling af siderne, dermed giver et otte gange større rumfang. 
 
Eksempel DS (deduktiv-symbolsk): 
 
 
 
Denne elev vælger at fremstille sit argument hovedsageligt under brug af symboler. Da 
symbolbrugen og udregningen er korrekt, vælger vi at tro, at denne elev besidder et 
deduktivt bevisskema i dette spørgsmål. 
 
Med denne todimensionelle kategorisering var der behov for en ny analyse af besvarelserne. 
Kvantitativ undersøgelse med brug af modelanalyse 
 
Til vores kvantitative analyse af dataene har vi brugt modelanalyse, inspireret af 
CadwalladerOlsker, Miller og Hartmann (2013). Da vi finder metoden interessant, vil vi her 
give en uddybende behandling af denne.  
 
I modelanalyse behandles elevernes komplette sæt af besvarelser som ét datapunkt, i 
modsætning til at hvert svar er et datapunkt løsrevet fra de øvrige. Her følger 
fremgangsmåden for elev k: 
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Først inddeles spørgsmålene i førnævnte ikke-besvaret/ikke-begrundet og 5 todimensionelle 
kategorier af henholdsvis bevisskema og repræsentationsform: IB, EV, EN, DN, DF og DS. 
Hvert af disse repræsenterer en model i modelanalysen. Så tælles op hvor mange svar elev 
k giver af hver model (altså kategori), og vi kan danne en sandsynlighedsfordelingsvektor, 
hvor hver koordinat repræsenterer sandsynligheden 𝑞𝑖
𝑘 for at elev k bruger en given model.  
 
 
 
Sandsynligheden beregnes her bare som antallet af gange 𝑛𝑖 eleven har brugt den i’te 
model, delt med antallet af spørgsmål (som i vores test er 8). Således bliver summen af 
koordinaterne i vektoren lig 1.  
Til de senere beregninger er det smart at vælge en vektor med længde 1 til at repræsentere 
elevernes modeltilstand, så vi får: 
 
Nu dannes elevmodel-densitetsmatricen for elev k ved at tage det ydre produkt mellem 𝑢𝑘 
og dens transponerede 𝑢𝑘
𝑇: 
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Diagonalelementerne i den symmetriske matrice fortæller, hvor hyppigt elev k vælger en 
given model, og de øvrige elementer fortæller, hvilke overlap der er i elevens valg af model. 
Vi ønsker at se på en hel klasse ad gangen, så vi skaber klassemodel-densitetsmatricen ved 
at tage gennemsnittet af alle elevmodel-densitetsmatricerne: 
 
 
Hvor N er antallet af elever i klassen. 
 
Hvis vi blot lægger alle enhedsvektorerne sammen, fås diagonalelementerne, og information 
om elevernes inkonsistens i valg af model går tabt. Hvis elementer uden for diagonalen er 
store, så er eleverne meget inkonsistente, og hvis elementerne er små, så er eleverne 
konsistente. Vi vurderer, at et overlap har en betydelig størrelse, hvis det overskrider 0,1.  
Her følger nogle tænkte eksempler på klassemodel-densitetsmatricer. 
 
 
 
I den første matrix vælger alle elever altid den samme model, nemlig den deduktive 
symbolske. I den anden matrix vælger eleverne forskellige modeller, men de er altid 
konsistente, så den enkelte elev vælger altid samme model. I den sidste matrix er eleverne 
fuldstændig inkonsistente i deres valg af model. 
 
Oprindeligt er modelanalysen udviklet af Bao og Redish i forbindelse med multiple-choice 
tests i fysik (Bao & Redish, 2006). De ønskede at undersøge, om elever vælger den samme 
fysiske forklaringsmodel hver gang, eller om de er inkonsistente i deres besvarelser. De 
fortsatte modelanalysen med at finde egenvektorer og egenværdier og fortolke disse ind i en 
klassesammenhæng, men det har vi ikke arbejdet videre med her. CadwalladerOlsker, Miller 
og Hartmann har oversat modelanalysen til kategorier af bevistyper, de opererer med fire 
bevismodeller og en uden-for-kategori-model. Vi benytter imidlertid ovennævnte seks 
modeller. 
 
Her følger resultaterne fra modelanalysen af elevernes besvarelse af detektionstesten: 
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2hMa: 
 
2xyMA: 
 
 
Når vi betragter diagonalelementerne, ser vi, at en stor del af eleverne ikke besvarer 
spørgsmålene, da det første diagonalelement er ret stort for begge hold. I 2hMa drejer det 
sig om 52% og i 2xyMA er det 39%. Herefter er det mest foretrukne bevisskema den 
deduktivt-fortællende kategori: 35% i 2hMa og 34% i 2xyMA vælger denne kategori. 
Overlappet mellem disse to kategorier ses i matricerne at være højt for begge klasser. Der 
er altså ikke tale om, at mange elever ingenting besvarer, men at mange elever springer 
nogle opgaver over og så forsøger sig med andre. Det tredje diagonalelement, det er 
interessant at nævne, er det empirisk-numeriske. For 2hMa er det 8%, der vælger 
argumenter af denne type, og i 2xyMA er der tale om 10%. Igen er overlappet til de ikke-
besvarede opgaver stort. Mere interessant er det, at der er et relativt stort overlap til det 
deduktivt-fortællende bevisskema. Når elever med et empirisk numerisk bevisskema 
forsøger sig med deduktive beviser, så vælger de altså fortrinsvist den fortællende 
repræsentation. Tendensen er mest udtalt i 2hMa. Endelig skal nævnes at 2% i 2hMa og 
14% i 2xyMA forsøger sig med deduktive-symbolske bevisskemaer. Forskellen her er måske 
ikke så overraskende, da 2xyMA ved flere lejligheder har arbejdet med bevisteknik. For 
2xyMA er der stadig et stort overlap til de ikke-bevarede opgaver, men ellers er der størst 
overlap til de deduktivt-fortællende bevisskemaer. Det leder os til følgende 
problemformulering: 
Problemformulering 
 
Den kvantitative undersøgelse af besvarelserne af detektionstesten viser blandt andet tegn 
på, at elever, der besidder et empirisk bevisskema, som forsøger sig med en deduktiv 
begrundelse, anvender en fortællende repræsentationsform.  
I hvilket omfang skyldes det disse elevers vanskeligheder med at oversætte mellem 
repræsentationsformer?  
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Hvorvidt vil en intervention med fokus på argumenters forskellige repræsentationsformer og 
disses styrker og svagheder kunne flytte eleverne til at benytte en symbolsk 
repræsentationsform, og  
i hvilken udstrækning vil det afføde et skifte fra et empirisk bevisskema til et deduktivt 
bevisskema hos eleverne? 
Diagnosticering 
 
Elevers vanskeligheder med at skifte imellem argumenters repræsentationsformer kan 
sættes ind i Duvals registermodel (Duval, 2006), hvilket vi vil forsøge her.  
 
Duval inddeler processer under arbejdet med matematik i to dimensioner med hver to 
kategorier. Det er beskrevet yderligere i følgende skema, som er oversat fra Duval (2006). 
 
 Sproglige 
repræsentationsformer 
Visuelle 
repræsentationsformer 
Multifunktionelle registre: 
Processer her kan ikke 
gøres til algoritmer. De har 
således karakter af at være 
ad-hoc processer. 
Fortalt eller skrevet i 
naturligt sprog (aka. 
fortællende 
repræsentationsform) 
Skitser af figurer af 
indgående objekter. 
Monofunktionelle registre: 
Processer her kan gøres til 
algoritmer. 
Skrevet i symbolsprog (aka. 
symbolsk 
repræsentationsform) 
Veldefinerede figurer 
(grafer, diagrammer m.m.) 
 
Det giver altså i alt fire forskellige semiotiske registre, som man kan arbejde indenfor eller 
imellem. Duval beskriver omdannelsen mellem repræsentationsformer inden for samme 
semiotiske register som lettere end oversættelsen mellem to forskellige semiotiske registre. 
Det er netop vanskeligheder med at oversætte fra det multifunktionelle sproglige register 
(fortællende) til det monofunktionelle sproglige register (symbolske), som vi vil undersøge 
jævnfør problemformuleringen.  
 
På trods af vores ønske om at lave en klasseintervention, valgte vi nogle enkelte elever med 
middelniveau til diagnosticeringen. Med det fokus vi har valgt og med det område af 
matematikken, som vi bevæger os indenfor, kræver det elever, som har et vist niveau. 
Samtidig var det vores ønske at finde elever, som overvejende besidder empiriske 
bevisskemaer. 
 
Vi afholdte diagnosticeringsinterviews mellem de to gennemgange af detektionstesten og 
derfor har fokus været lidt skævt i forhold til anden gennemgang. Her vil vi dog gøre rede for 
dels hvorvidt eleverne besidder et empirisk bevisskema og dels hvorvidt eleverne har 
problemer med at skifte mellem repræsentationsformer. 
 
 
Rapport 2, side 18 
Diagnosticeringsinterviews på MfG 
 
I 2xy valgte MW fire piger ud, som ikke klarede sig særligt godt i detektionstesten, og som 
samtidig havde valgt fortællende argumenter i mange af spørgsmålene. Kun to af eleverne 
indvilligede i et diagnosticeringsinterview, nemlig Ida og Kirstine.1 Ida afslørede ikke noget 
empirisk bevisskema, men hun viste sig at have problemer med symbol- og 
formalismekompetencen. Det falder dog uden for denne opgaves område, så hun vil ikke 
blive behandlet videre. Kirstine (herefter benævnt K) viste sig at have et udpræget empirisk 
bevisskema. Til daglig er Kirstines præstationer i matematik til en middelkarakter. Yderligere 
skal nævnes at Uffe T. Jankvist, Sif I. M. Skjoldager og JA overværede 
diagnosticeringsinterviewene. 
 
Kirstine 
 
Første gang i diagnosticeringsinterviewet hvor K viser tegn på et empirisk bevisskema er i 
samtalen om spørgsmål 2 fra detektionstesten. K har givet et fortællende argument, og MW 
forsøger at få et mere formelt argument frem. 
 
+ MW: Ja, hvis man nu skulle prøve ligesom at løse en ligning, hvad ville man så få ud af det? 
+ K: Jeg er ikke sikker på, jeg forstår, hvad du mener. Altså det der med at sætte et tal ind på x's plads eller 
hvad? 
+ MW: Øh nej, det var ikke lige det, jeg var efter her. Hvad ville der ske, hvis vi sætter et tal ind på x's plads? 
+ K: Så ville vi gange med 38 på begge sider. 
+ MW: Ja, hvad ville vi få ud af det? 
+ K: Et tal. 
+ MW: Ja. 
+ K: Jamen så ville, hvis nu jeg gangede det med 2 eller sådan et eller andet, så ville jeg også få 76 på beg... 
Her og her. 
+ MW: Ja. 
+ K: Og så ville jeg så kunne se, jeg skulle plusse 72 til 76, så ville jeg ikke på nogen måder kunne få 76 igen. 
 
Også i spørgsmål 3 dukker det empiriske bevisskema op. 
 
+ MW: Hvad ville du gøre, hvis du skulle begrunde at ethvert tal er løsning? 
+ K: Skulle jeg måske sætte et tal ind og udregne den? Det ved jeg ikke. 
+ MW: Har man så, hvis man nu sætter 4 ind fx... 
+ K: Så har man jo ikke sagt ved ethvert tal, men givet et eksempel. 
 
Her afslører K dog også logisk sans. Hun kan godt se, at et eksempel ikke beviser et 
universelt udsagn, men hendes første indskydelse er alligevel at indsætte et tal i ligningen. 
 
I spørgsmål 15 om halvering af radius i en cirkel har K forsøgt sig med et eksempel, men 
interviewet afslører, at hun ikke er kommet helt i mål. 
 
                                               
1 Begge interviews og en rå transskription kan ses på: https://drive.google.com/file/d/0B-
SNwJzY7XlLWlNuZ0NtR3liODg/edit?usp=sharing og 
https://drive.google.com/file/d/0B-SNwJzY7XlLaTZOdkhJQkZ3WUE/edit?usp=sharing  
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+ MW: Vil du fortælle noget om 15 til at starte med? 
+ K: Ja, jeg tænkte, at når du har en cirkel, og du skal have størrelsen af cirklen, så er det jo så radius i anden 
gange pi. I hvert fald sådan som jeg husker det. 
+ MW: Ja. 
+ K: Det er formlen for det. Øhm, og så tænkte jeg, at hvis du har en radius på 10... 
+ MW: Ja. 
+ K: ...i anden, så fik du så et tal ud af det, og det passede bare med tallet, så ville du ikke få et dobbelt så 
stort tal ud af det, hvis du så gjorde radiussen dobbelt så stor. 
+ K: Øh, og så kunne jeg ikke rigtigt begrunde mig frem til det. Det er jo... 
 
MW og K får i fællesskab udarbejdet et empirisk visuelt argument, hvor K tegner to mindre 
cirkler på diameteren af en stor cirkel.  
MW forsøger nu at finde ud af, hvilket argument K foretrækker. Tilsyneladende foretrækker 
K det empirisk visuelle argument, som lige har været diskuteret ved tavlen, (og det ville 
herfra sikkert være nemt at skubbe K over i et deduktivt visuelt argument ved at erstatte 
værdien for radius med r), men så afslører K, hvor dybt hun er grundfæstet i det empiriske 
bevisskema, idet hun ønsker en lommeregner, så man kan få “det rigtige resultat”. 
 
+ MW: Ja, okay. Hvad for et argument foretrækker du nu? Du har egentlig faktisk 3 måder at argumentere på 
nu, du har den tegning, vi lige har lavet, så har du eksemplet, hvor du har 10 og 20 og har regnet på arealerne, 
og så har du den tekst der, når radiussen halveres, så reduceres cirklen til en fjerdedel af den oprindelige 
størrelse, da radius står i anden. Der er tre typer argumenter her. Hvad for en type argument foretrækker du? 
+ K: Jeg foretrækker det der med at sige, at radiussen er det samme som dens diameter, og den derfor vil 
kunne være to gange på langs, eller hvad hedder det, på langs ja. 
+ MW: På den store diameter. 
+ K: Ja, og den vil kunne være igen to mere i højden. 
+ MW: Okay. Så du foretrækker faktisk det argument her fra tavlen. 
+ K: Mmm, altså jeg synes, det er en god ide, det der med at påvise, hvis du fx ikke har haft en lommeregner 
og kunne regne den helt ud, så vist jo at få det rigtige resultat i stedet for bare 400 gange pi, altså. 
+ MW: Ja, okay. 
+ K: Jeg er ikke helt sikker på, hvad det skal give præcist, 4 gange så meget jo, men jeg synes bare, jeg kunne 
se mig ud af det hele, at det ville give 4 gange så meget. 
+ MW: Ja. Det kunne vi måske, det kunne vi måske godt grave lidt i. 
+ K: Ja. 
+ MW: For der står 314 i den første. Altså 10 i anden gange 3,14 ikke. 
+ K: Mmm 
+ MW: Det giver 314. Og i den anden så 20 i anden gange 3,14 giver 400 gange 3,14. Jeg skriver lige med 
blåt, så kan vi se det er mig, der skrev. 3 komma, nej undskyld, 314, og det andet det hed 400 gange 3,14 
(skriver på tavlen). 
+ MW: Kan vi prøve at se om øh, det nederste her er fire gange så stort som det øverste? Kunne vi på en eller 
anden måde omskrive det nederste? 
+ K: Men jeg tænker, at hvis det her, så er det fordi jeg kunne gange 100 med 3,14, og det må jeg kunne gøre 
4 gange her jo også, så hvis jeg har, så det der gange 100, det giver det der, og så det gange 4, det må jo så 
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give det firdobbelte areal. 
+ MW: Så du sagde, du var ikke helt sikker, når du ikke havde en lommeregner. 
+ K: Jeg kan godt se det nu. 
+ MW: Men nu er du, er du sikker nu? 
+ K: Ja. 
+ MW: Okay. 
+ K: Det er jeg. 
+ MW: Hvis du skulle skrive noget, sådan så du kunne forklare det til en klassekammerat, hvad ville du så 
skrive? 
+ K: Øh, så ville jeg, så tror jeg, jeg ville vise det der med, at det her, det der, det var jo så 100 gange 3,14. 
+ MW: Ja 
+ K: Og man kan jo så også sige 100 gange 3,14 gange 4, de 100... de 400 fire gange, så står der så 100. 
 
Bemærk også at omskrivningerne til sidst er svære for K, da det bruger principperne fra det 
deduktive bevisskema og kræver beherskelse af symbol- og formalismekompetencen. 
 
I spørgsmål 16 har K svaret forkert. Hun mener, der blot er plads til 2 normale terninger i den 
nye terning. I diagnosticeringsinterviewet er K hurtigt ude med et eksempel på kantlængden i 
Susannes terning. 
 
+ MW: Du skriver noget om, at hvis man fordobler et rumfang skal alle siders længde fordobles. Kunne du 
skrive noget på tavlen om det måske? 
+ MW: Altså ud over bare lige at skrive ordene igen. 
+ K: Øh. 
+ MW: Tegne eller regne. 
+ K: Det ved jeg ikke lige, om jeg kan. Jeg kan ikke tegne, men jeg tænkte, at hvis jeg havde den der terning 
der og så gjorde alting dobbelt så stort. Skal jeg så skrive noget med noget tal på eller sådan et eller andet? 
Hvis jeg laver en tegning (tegner en terning). 
+ MW: Ja, den er fin. 
+ K: Og hvis jeg så havde en, hvis vi nu siger den var 2 på alle sider. Sådan der, og vi så havde den næste, og 
den så skulle være 4. 
+ MW: Ja. 
+ K: Så tænkte jeg så, så ville den jo kunne være 2 gange, den kunne være opad, og så ville den jo så også 
kunne være, så havde jeg så ikke tænkt på længden også, af den, at den så også kunne være bagud. 
+ MW: Ja. 
+ K: Så jeg tænkte, at den må jo så være, hvis jeg så gør den dobbelt så stor her hen ad, så må den jo kunne 
være her 1 gang jo, og den vil jo så også kunne være sådan her omme bagved 1 gang, og der. 
+ MW: Ja 
+ K: Så er det 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, så ville den faktisk kunne være 8 gange i kassen. 
 
Endelig ses K’s empiriske bevisskema i spørgsmål 21, hvor en visuel udgave af trekantens 
vinkelsum behandles. 
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K har i detektionstesten svaret “Nej” til det første spørgsmål og “Ja” til det andet spørgsmål, 
og da Uffe (U) beder K sige noget om det, afslører K en total mangel på accept af det 
deduktive i figuren og et enormt behov for empiri. 
 
+ K: Øhm ja. Vi har jo, vi bruger jo den her slags for at bevise at trick, at hvad hedder det, at bevise 
vinkelsummen for trekanter. 
+ MW: Mmm. 
+ K: Jeg tror lidt, jeg havde et behov for nogle tal på dem, for at kunne vise at det kunne være 100% rigtigt. 
Øhm, og så synes jeg ikke at, ...jeg ved ikke helt hvorfor, jeg ikke synes, at det beviser at alle havde en 
vinkelsum på 180. Øh, fordi jeg kan godt se at her, så går det jo op på en måde, fordi du ved, at der ved den 
vandrette linje. 
+ MW: Ja, ja. 
+ K: Der er hele vejen rundt. Der skal den ligesom være 180 jo. 
+ MW: Ja. 
+ K: Øhm. Men det tror jeg bare er fordi, vi ikke har nogen tal overhovedet, og det irriterede mig lidt. For så 
kunne jeg ikke ligesom sige at "Jo det er rigtig nok". Øhm. 
+ U: Kan du sige noget om hvordan, altså dit svar på den anden mulighed der? 
+ K: Ja. Det er så det, jeg følte, man blev nødt til at måle på den for at vise, at det var rigtig nok. 
 
Efter en længere samtale om beviset afsluttes samtalen: 
 
+ U: Men hvis du havde skulle købe den der, altså hvis der havde stået nogen tal, havde du så været mere 
villig til at acceptere den? 
+ K: Det tror jeg, måske jeg havde. 
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Med denne mængde udpluk fra diagnostieringsinterviewet kan vi altså foreløbig konkludere 
at Kirstine har et empirisk bevisskema. 
 
Afslutningsvist viser elevmodel-densitetsmatricen for Kirstine, at et af de største overlap 
findes mellem den empirisk numeriske kategori og den deduktivt fortællende kategori. 
Kirstine ser altså ud til at være et oplagt objekt for vores problemformulering, da hun har et 
empirisk bevisskema, og da hun forsøger sig med deduktivt fortællende argumenter frem for 
deduktivt symbolske argumenter. 
 
 
 
Diagnosticeringsinterviews på MG 
 
I 2hMa valgte JA tre piger, som er middel til over middel elever, med navnene Malene, Laura 
og Amalie. Fælles for de tre pigers besvarelse af detektionstesten er, at de viste tegn på at 
besidde et empirisk bevisskema, men når de vovede sig ud i en deduktiv argumentation, så 
var repræsentationsformen overvejende fortællende. JA havde forud for 
diagnosticeringsinterviewene bedt de tre piger om at genopfriske deres egen besvarelse af 
enkelte spørgsmål fra detektionstesten, således at ikke for meget tid ville gå med det under 
selve interviewet. Der var især to spørgsmål, som havde interesse. Det var spørgsmål 15 og 
16 (se spørgsmålene under indledningen) med henholdsvis cirkeldiameterhalvering og 
terningekantfordobling. Disse blev valgt, da det her er oplagt at bruge forskellige 
repræsentationsformer. Her vil kun Laura og Amalie blive nævnt, da Malene viste samme 
mønster. 
 
Laura 
 
Laura2 (herefter benævnt L) havde svaret “kan ikke svare” til spørgsmålet om Søren har ret 
med hensyn til sin påstand i spørgsmål 15 (cirklerne). Undervejs i interviewet indrømmer L, 
at det var for at undgå at komme med en begrundelse, at hun ikke havde svaret “Ja” eller 
“Nej”. Nedenstående viser starten af dialogen omkring spørgsmål 15. 
 
+ J: Jeg tænker, at nu skal vi ikke så meget svare her, men mere hvad vi skal undersøge for at kunne komme 
med et svar. 
+ L: Ja. 
+ J: Og hvis det er fordi, der er nogle ting, du ikke kan huske, så spørger du bare, så skal jeg nok hjælpe. 
                                               
2 Hele interviewet og transskription af udpluk kan ses på: 
https://drive.google.com/file/d/0B84bMwTGxEJ7NHBjUDRhREFySDQ/edit?usp=sharing 
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+ L: Jamen, skal man ikke vide, hvor lang diameteren er? 
+ L: For at man kan beregne arealet. 
+ J: Jo.. Så kan man måle, eller man kan sige, at den er så og så meget. 
+ L: Ja, så ville jeg måle den. 
+ J: Ja. 
+ L: Og så ville man beregne arealet. 
+ L: Tror jeg. Ej, jeg ved det ikke. 
+ J: Jamen, lad os da prøve at gribe det an på den måde så. 
 
Det er ret tydeligt her, at mistanken om, at L besidder et empirisk bevisskema, i dette tilfælde 
er korrekt. L vil gerne vide, hvor lang diameteren er for at kunne komme videre. JA leder det 
måske også lidt på vej med kommentaren om, at man kan måle den eller give et bud på, 
hvor lang den er. Men det ændrer ikke ved, at det var på L’s initiativ. Et lignende mønster 
genfinder vi i dialogen under spørgsmål 16.  
 
+ J: Skal vi prøve at kaste os ud i det på en eller anden måde? 
+ L: Ja. 
+ J: Har du selv en ide til, hvordan du kan starte på det? 
+ L: Nej. 
+ L: Man skal vel finde rumfanget af en terning. 
+ J: Ja, det er jo oplagt. 
+ L: Ja. 
+ J: Hvilken terning skulle det være? 
+ L: En terning. 
+ J: Ja. 
+ J: Skal jeg tegne en terning, eller vil du selv prøve at tegne en terning? 
+ L: Du må gerne tegne en terning. 
+ J: Det var sjovt. Det sagde Malene også. 
+ J: (tegner en terning). 
+ J: Hvad er det, der gælder for en terning? 
+ L: Alle sider er lige lange. 
+ J: Hvordan beregner man rumfanget af sådan en? 
+ L: Det kan jeg ikke huske. 
+ J: Rumfanget af sådan en kasse regner man ved at sige højde gange bredde gange længde. 
+ L: Ja, det vidste jeg godt. 
+ J: Så nu har vi en terning og vi har formlen til at regne rumfanget af kasser. Så vi har jo også, hvordan vi kan 
regne rumfanget af terninger. 
+ L: Ja. 
+ J: Hvad vil du så gøre nu? 
+ L: Så vil jeg finde ud af, hvad længden er på siderne. 
+ J: Ja. 
+ L: Da skal jeg bare antage et eller andet ikke? 
+ J: Ja, det er jo dig, der ligesom ska'.. afgøre, hvad du vil gøre der. 
+ L: Ja, men kan man så ikke bare sige, at de f.eks. er to. 
+ J: Det kunne man da godt prøve. 
+ L: Så det er rigtigt, at det bliver otte gange så stort. 
+ J: Ja. Har du vist det for alle terninger? 
+ L: Ja. 
+ J: Ja. 
+ L: For siderne er lige lange på alle terninger. 
+ J: Ja. 
 
Da L skal til at regne på rumfanget, spørger hun igen, om ikke man bare skal antage et eller 
andet. Som det ses et par linjer længere nede, mener L, at man skal antage en konkret 
værdi som kantlængde. For at bore lidt i det generelle ved L’s argument spørger JA, om L 
har vist det for alle terninger, hvortil L svarer “Ja. For siderne er lige lange på alle terninger”. 
Det er igen tegn på, at L besidder et empirisk bevisskema, og at der i øvrigt er problemer 
med logikken. Det er med fuldt overlæg, at JA taler L efter munden og ikke korrigerer L’s 
udsagn. 
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Et andet tegn på, at der er problemer med L’s logik, er følgende udpluk af dialogen om 
spørgsmål 15 igen.  
 
+ L: Så bliver det jo ikke halveret. 
+ J: Nej. 
+ J: Det gør det jo sådan set ikke. 
+ J: Så hvad ville næste skridt så være nu? 
+ J: Hvis du sad og var ved at svare på opgaven nu. 
+ L: Det ved jeg ikke. Noget med omkredsen. 
+ J: Noget med omkredsen? 
+ L: Ja. 
 
L finder ud af at arealet ikke bliver halveret. Men på trods af, at hun nu har et modeksempel, 
der kan fælde Sørens udsagn, ser hun sig alligevel nødsaget til også at betragte omkredsen. 
Dette ligger dog udenfor vores fokus og vil ikke blive behandlet yderligere. 
 
Amalie 
 
Dialogen med Amalie3 (herefter benævnt A) starter som før med spørgsmål 15. Vi kommer 
ind i dialogen efter et par minutters overtalelse og overvindelse, da Amalie er meget 
opgivende over for spørgsmålet. 
 
+ J: Nej, så når de to cirkler der er tegnet - det giver dig ikke nogen ide til, hvordan man kan gribe det an? 
+ A: Nej. 
+ A: Jeg ved ikke. Vil du have, at jeg skal regne arealet eller hvad? 
+ J: Måske. 
+ A: Jeg ved jo ikke, hvor stor den er. Radius eller diameteren. 
+ J: Nej. 
+ J: Men kunne man gøre et eller andet? 
+ A: Bare sige nogle tal. 
+ J: Bare sige nogle tal? 
+ A: Hvis man nu siger, den er to, og den anden er fire. 
+ J: Ja, radius eller diameteren? 
+ A: Det er lige meget. 
+ J: Det kan vi da godt. Så siger vi herovre, at diameteren er to, og det må jo så betyde, at den herovre er fire. 
 
Ligesom L vil A gerne have nogle tal at regne på, det vil sige, at A gerne vil have konkrete 
værdier for radius eller diameteren i de to cirkler. Vi har altså tegn på, at også A besidder et 
empirisk bevisskema. Det samme gør sig gældende i dialogen under spørgsmål 16. 
 
+ J: Så har du lavet en terning med dobbelt så store sider herovre. Så er spørgsmålet, om rumfanget er otte 
gange større herovre. 
+ J: Kan vi argumentere for det, eller kan vi på en eller anden måde vise, at det ikke er rigtigt? 
+ A: Vi kan da prøve. 
+ A: Kan vi ikke skrive formlen heroppe og så sætte nogle tal ind lige som før? 
+ J: Det kan vi prøve ja. 
+ A: Hvad... Skal jeg bare finde på et eller andet? 
+ J: Mm.. 
+ A: (skriver 4 på den ene side og 2 på den anden). 
+ J: Hov så skal vi lige huske, hvad en terning er. 
+ A: (retter 2 til 4). 
                                               
3 Hele interviewet og transskription af udpluk kan ses på: 
https://drive.google.com/file/d/0B84bMwTGxEJ7U2pRbGJKdHBsMlk/edit?usp=sharing  
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+ J: Ja ok. 
 
Igen vil A gerne sætte tal på siderne for at kunne beregne arealet. Det er igen tegn på, at A 
besidder et empirisk bevisskema. 
 
I interviewet med både L og A kommer vi ind på, at der findes andre måder at fremstille 
argumenter på. JA giver både et symbolsk og et visuelt fremstillet eksempel på argumenter 
til spørgsmål 16. Både L og A anerkender JA’s to argumenter som værende fyldestgørende, 
og tillige siger de begge, at de ville benytte den symbolske fremstilling, hvis de skulle 
fremlægge argumentet til en mundtlig eksamen. Dette ligger i tråd med Healy og Hoyles 
findings (Healy & Hoyles, 2000). Vi finder dog ikke ud af, hvorvidt pigernes valg af numerisk 
fremstillede argumenter skyldes problemer med at oversætte fra et multifunktionelt sprogligt 
register til et monofunktionelt sprogligt register. Men vi kan med rimelig overbevisning 
konkludere, at pigerne besidder et empirisk bevisskema. 
 
I lighed med Kirstines elevmodel-densitetsmatrix, så viser Laura og Amalies elevmodel-
densitetsmatricer også et stort overlap mellem den empirisk-numeriske kategori og den 
deduktivt fortællende kategori. Hos Laura er der dog et lige så stort overlap mellem EN og 
DS, så Laura er muligvis længere i sin proces med repræsentationsformer end Kirstine og 
Amalie. 
 
Laura 
 
Amalie 
 
 
Malenes matrix er noget atypisk for de diagnosticerede elever, da hun kun har givet 
deduktivt fortællende argumenter i detektionstesten: 
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Intervention 
 
For at svare på spørgsmålet om hvorvidt fokus på argumenters forskellige 
repræsentationsformer og disses styrker og svagheder vil kunne flytte eleverne til at benytte 
en symbolsk repræsentationsform, valgte vi at tilrettelægge en klasserumsintervention. 
Begrundelsen herfor er, at så mange af vores elever synes at være i samme båd, som de 
elever vi havde til diagnosticering. Derfor ville interventionsforløbet forhåbentlig kunne gavne 
en større målgruppe. 
 
Hoveddelen af forløbet handlede dels om at præsentere forskellige repræsentationsformer 
for et argument og dels om at oversætte mellem disse repræsentationsformer. Men vi valgte 
at starte med at forsøge at motivere eleverne ved at vise dem dokumentaren om Andrew 
Wiles og hans bevis for Fermats sidste sætning.4 Dokumentaren fortæller dels noget om 
selve matematikken i Wiles’ bevis, men i denne sammenhæng mere interessant også 
hvordan hans liv var berørt af det med op- og nedture. Den underbygger desuden nogle 
pointer, som vi ville fremlægge i interventionsforløbet. Blandt andet hvad der skal til for at 
fjerne tvivl om et arguments (bevis) sandhed. Her tænkes især på den fejl i Wiles’ bevis, som 
han fremlægger til en konference, men som først bliver opdaget, da en anden matematiker 
nærlæser beviset. Vi sluttede interventionen af med en ny test - interventionstesten - som 
skulle give os svar på, om forløbet havde flyttet eleverne i retning af i højere grad at vælge 
en symbolsk repræsentationsform frem for en fortællende repræsentationsform. 
 
Her følger en dybere gennemgang af interventionsdesignet. 
Interventionsdesign 
 
På de to gymnasier, som vi er ansat på, er undervisningen tilrettelagt i moduler af ca. 95 
minutters varighed. I det følgende vil et modul altså svare dertil. 
 
Vi tilrettelagde et forløb, som strakte sig over fire moduler. 
 
1. modul Eleverne ser dokumentaren om Andrew Wiles (slide 2). 
 
Kort opsamling om hvad elever fik ud af dokumentaren. 
 
Arbejde med begreber “påstande”, “formodninger”, “fakta”, 
“matematisk sætning”, “bevisførelse” (slides 3-9). 
 
Slides 1-95 
 
Dokumentaren om Andrew Wiles’ bevis af Fermat’s sidste sætning varer ca. 50 min. 
Efterfølgende skulle eleverne præsenteres for en del begreber som “påstande”, 
“formodninger” osv. Dette modul kulminerer med Harel og Sowders definition af 
bevisførelse, som processen hvormed et individ overbeviser sig selv og andre om den 
                                               
4 Dokumentaren “Fermat’s Last Theorem” er begået af Simon Singh og John Lynch og har været vist 
på BBC Horizon. Dokumentaren kan ses på YouTube her: http://youtu.be/7FnXgprKgSE  
5 Slides’ene kan ses i bilag 2 eller på nettet her: 
https://docs.google.com/presentation/d/1dILcvndFJEpvhvx-
1A5GMf7NZL_oIEqfWjXwsy0FPUY/edit?usp=sharing  
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pågældende påstands sandhed. Selvsagt ikke i så tekniske termer, som Harel og Sowder 
gør det. Dette skulle give eleverne en forståelse for, at det handler om, at man bliver enige 
om, hvornår noget er bevist, idet flere parter (inklusive professionelle matematikere) skal 
overbevises. Dette lægger sig fint op af dokumentaren, hvorfor vi også refererer til denne på 
slide nr. 9, så eleverne kunne se sammenhængen. 
 
2. modul Opsamling på begreber fra sidst. 
 
Arbejde med “overbevisning” (slides 10-13) + arbejdsarket 
“Afgør hvordan følgende elever lader sig overbevise om en 
påstands sandhedsværdi”. 
 
Arbejde med ulemper og svagheder ved de forskellige 
bevisskemaer (slides 14-17 evt. også 18+19) + arbejdsarket 
“Vurder tilstrækkeligheden af følgende argumenter for 
påstande” 
slides 10-19 
 
Grundet de mange begreber fra 1. modul, startede 2. modul med en kort opsamling. 
Dernæst fortsatte vi med, hvordan man kan lade sig overbevise jævnfør Harel og Sowders 
bevisskemaer. Vi introducerede eleverne for de tre måder at lade sig overbevise på, som de 
tre bevisskemaer bygger på, ved at vise dem nogle eksempler. Vi undlod igen helt bevidst at 
komme ind på de tekniske termer, som Harel og Sowder gør. Derfor introducerede vi det 
som, at man kan lade sig overbevise af “autoriteter”, af “eksempler” og ved “logiske 
slutninger”. Eleverne blev derefter sat til at putte forskellige argumenter i de tre “kasser” 
(bevisskemaer) igennem arbejdsarket “Afgør hvordan følgende elever lader sig overbevise 
om en påstands sandhedsværdi” (se bilag 3). Flere af argumenterne findes i 
forskningslitteraturen for matematikkens didaktik, og enkelte er vi selv kommet på eller har 
modificeret.  
 
I den sidste halvdel af dette modul skulle eleverne indse fordele og ulemper ved de tre 
argumenttyper som beskrevet ovenover. Først nævntes svagheden ved at komme med et 
autoritativt argument, hvor der refereres til at alle kan tage fejl - selv Andrew Wiles, som det 
vises i dokumentaren. Dernæst vistes en svaghed ved induktive argumenter, som er 
inspireret af en “Solid Finding” af the European Mathematical Society (Education Committee 
of the EMS, 2011b). Der refereres til en artikel af Leng (fra 2010), hvori Leng argumenterer 
for, at elever skal føle et behov for et generelt (symbolsk) matematisk argument (bevis) for at 
kunne foretage et skifte fra et empirisk bevisskema til et deduktivt bevisskema. Eksemplet 
bygger på Fermat-tal, som Fermat postulerede alle er primtal. Imidlertid har man ikke fundet 
andre primtal blandt Fermat-tal end de fem første. Derfor er det et godt eksempel på, at man 
kan forledes til at tro på en påstand, som ikke holder, hvis man besidder et empirisk 
bevisskema. Herved kan der skabes, hvis påstanden modbevises, en kognitiv konflikt hos 
eleven, som kan være med til, at eleven rykker sit syn på, hvad der skal til for at lade sig 
overbevise. Vi nævner kun “sværhedsgrad”, som en svaghed/ulempe ved det deduktive 
argument. Igennem arbejdsarket “Vurder tilstrækkeligheden af følgende argumenter” (se 
bilag 4), skulle eleverne på egen hånd (dog med hinandens hjælp) komme dybere ned i, 
hvilke argumenter der er tilstrækkelige. Her valgte vi påstandene fra spørgsmål 15 og 16 
(henholdsvis “cirkelspørgsmålet” og “terningespørgsmålet”) fra detektionstesten. Vi 
formulerede et antal argumenter for påstandene baseret på dels elevers besvarelse af 
spørgsmålene fra detektionstesten og dels egne konstruerede argumenter. Eleverne blev da 
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bedt om at vurdere, hvorvidt de forskellige argumenter er tilstrækkelige og samtidig give en 
begrundelse for deres svar. Rækkefølgen af argumenterne er valgt på en sådan måde, at 
der gerne skulle opstå en konflikt med tidligere svar, hvis de har svaret forkert på disse, når 
de når til senere argumenter. Tag som eksempel argument 2 og 3 for påstand A 
(“cirkelpåstanden”). I argument 2, som er et deduktivt symbolsk argument, argumenteres 
der, at påstanden er korrekt, da udregningerne viser det. Bemærk dog, at der er en regnefejl 
i udregningen af 𝐴𝑑. Denne fejl burde blive fundet, når man læser argument 3, hvor der 
udføres samme beregninger som i argument 2 blot korrekt denne gang (dog udelades 
beregninger af omkreds, da denne jo ikke er nødvendig for at afvise påstanden). Da et 
modeksempel er nok til at afvise påstand A, er det empirisk numeriske argument 5 taget 
med. Her vises der via et eksempel, at arealet bliver firedoblet, når man vælger diametre på 
henholdsvis 2 og 4. Tilsvarende pointer kan nævnes for valget og rækkefølgen af 
argumenter til påstand B (“terningepåstanden”). Her vil vi dog lige fremhæve argument 3, 
som velsagtens er noget søgt. Vi “kender” en Susanne fra Aalborg universitet i 
gymnasieskolen, da hun har skrevet en note om 𝜒2-test6, som de fleste matematiklærere i 
gymnasiet velsagtens har stiftet bekendtskab med. Det var nærliggende at have et 
autoritativt argument med, hvor argumentet er, at påstanden er sand fordi Susanne, som så 
skulle forestille at være Susanne fra AAU, siger det.  
 
3. modul Slide 20-21 + arbejdsarket ”Afgør hvilken fremstillingsform der 
er valgt.” 
Slide 22 + arbejdsarkene “Udfyld manglende felter”. 
Slut af med arbejdsark “Bevis påstande efter eget valg” 
slides 20-22 
 
I første del af dette modul gør vi rede for de fire forskellige repræsentationsformer. Som det 
fremgår af slide 21, er det dog med ikke-teknisk sprogbrug. Der refereres til eksempler fra 
det første arbejdsark. Eleverne skulle da for hvert argument til påstandene A og B fra forrige 
arbejdsark, sætte kryds under den repræsentationsform, som argumentet er givet i (se bilag 
5). Dette er for at opøve deres evne til at skelne mellem de fire repræsentationsformer. 
I anden del af dette modul viser vi seks argumenter for påstanden “summen af to lige tal er 
et lige tal”. De seks argumenter dækker de argumenter, som vi stødte på i besvarelserne af 
detektionstesten. Således er den visuelle, numeriske og fortællende repræsentationsform af 
et empirisk argument, samt den numeriske, fortællende og symbolske repræsentationsform 
af et deduktivt argument, taget med. Med førnævnte forkortelser dækkes altså EV, EN, EF, 
DN, DF og DS. Pointen med denne slide nr. 22 var dels at tydeliggøre forskellen på 
forskellige argumenter for samme påstand, og dels at sammenholde det med styrker og 
svagheder, foruden at forberede dem på næstsidste arbejdsark (se bilag 6), hvor de selv 
skulle arbejde med at oversætte imellem forskellige repræsentationsformer og 
argumenttyper (baseret på bevisskemaer). I arbejdsarkene gives en påstand på hver af 
arbejdsarkets tre sider sammen med et skema, hvor der er en kolonne til empiriske 
argumenter og en kolonne til deduktive argumenter. De fire rækker i skemaet svarer til hver 
af de fire repræsentationsformer. Nogle af felterne i skemaet er efterladt tomme, og det var 
elevernes opgave at udfylde disse med et argument der passede til argumenttypen og 
repræsentationsformen. Dette var for at træne eleverne i at oversætte imellem forskellige 
repræsentationsformer (jævnfør Duvals oversættelse mellem forskellige semiotiske registre). 
                                               
6 Noten kan ses her: http://vbn.aau.dk/da/publications/at-traeffe-sine-valg-i-en-usikker-verden--eller-
den-statistiske-modellerings-rolle(8f158e80-679b-11de-b866-000ea68e967b).html. 
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Afslutningsvis blev eleverne sat til at bevise forskellige selvvalgte påstande indenfor talteori 
og geometri (se bilag 7). Tanken var her, såvel som i foregående opgave, at vi kunne have 
fokus på at yde ekstra bistand til de udpegede elever. 
 
Interventionstest 
 
For at kunne spore om interventionen havde en effekt, fremstillede vi en interventionstest (se 
bilag 8). Opgaverne skulle minde om opgaverne fra detektionstesten i type og 
sværhedsgrad, idet vi hovedsageligt havde fokus på den type opgaver, hvor der skal 
begrundes en påstand. Herunder følger en ganske kort gennemgang af de enkelte 
spørgsmål i interventionstesten, deres relation til detektionstesten og hvilke forventninger vi 
havde til besvarelsen for at eleven kunne siges at have et deduktivt bevisskema. 
 
Spørgsmål Beskrivelse 
1 Et spørgsmål der direkte relaterer sig til detektionstestens spørgsmål 2, 
hvor det handler om at begrunde negationen af en eksistenspåstand. Her 
skal det begrundes, at ligningen ingen løsninger har. 
 
Efter interventionsforløbet ville vi forvente af en korrekt besvarelse, at 
eleverne omskriver ligningen symbolsk og kommer til en modstrid, 
hvorefter der konkluderes, at ligningen ingen løsninger har. Dette vil vise, 
at eleverne besidder et deduktivt bevisskema. 
2 Et spørgsmål der direkte relaterer sig til detektionstestens spørgsmål 3, 
hvor det handler om at begrunde en universalpåstand. Her skal det 
begrundes, at alle reelle tal er løsninger til ligningen. 
 
Her ville vi forvente en besvarelse, hvor eleverne ligeledes omskriver 
ligningen symbolsk og kommer til en identitet, hvorefter der konkluderes, 
at alle reelle tal er løsninger til ligningen.  
3 Et spørgsmål som relaterer sig til detektionstestens spørgsmål 8. Ikke i 
den matematiske substans, men i afkodningen af opgaveformuleringens 
logik. I besvarelsen skal der argumenteres for at den “samlede” figur ikke 
er en trekant, og det er det, der gør, at det ser ud som om, der 
“forsvinder” areal. 
 
Her ville vi forvente en besvarelse, som giver at arealet af de fire små 
figurer ikke giver det samme, som arealet af den samlede figur 
(“trekanten”), hvorved det konkluderes, at den samlede figur slet ikke kan 
være en trekant.  
4 Et spørgsmål der direkte relaterer sig til detektionstestens spørgsmål 5, 
hvor det handler om at finde og begrunde en fejl i en argumentation. Her 
drejer det sig om at finde en fejl i en argumentation om, at en myg vejer 
det samme som en elefant. 
 
Her ville vi forvente en besvarelse, som med brug af symboler 
problematiserer omskrivningen, hvor kvadreringen på begge sidder af 
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lighedstegnet ophæves, idet det fremhæves, at der er to muligheder for 
fortegn (gerne med brug af numerisk værdi).  
5 Et spørgsmål som i nogen grad relaterer sig til spørgsmål 10 og 11 i 
detektionstesten (se bilag 9). Her skal man afgøre og begrunde, hvilket 
tilbud der giver mest slik for pengene.  
 
Her ville vi forvente en besvarelse, der med to beregninger demonstrerer, 
at prisen pr. mængde vil blive lavere, hvis man fratrækker 10% af prisen 
(svarer til at gange med en faktor 0,9) end hvis man lægger 10% til 
mængden (svarer til at gange med en faktor 1/1,1 som ca. er 0,91).  
6 Et spørgsmål som ikke direkte relaterer sig til nogle spørgsmål i 
detektionstesten. Her skal man afgøre, hvorvidt Klavs’ har ret i sin 
påstand, som han formulerer efter en induktiv tilgang. Spørgsmålet 
vægter skelnen mellem at besidde et empirisk og et deduktivt 
bevisskema ret højt, da man kan vælge at svare ja udelukkende på 
baggrund af de tre eksempler, eller man kan vælge at argumentere 
deduktivt for påstanden. 
 
Her ville vi forvente, at eleverne svarer ja til Klavs’ konklusion og 
begrunder med brug af symboler (via b=a+1) og algebraiske 
omskrivninger, at påstanden er sand.  
7 Et spørgsmål som ikke direkte relaterer sig til nogle spørgsmål i 
detektionstesten. Her skal man begrunde, at summen af et ulige tal og et 
lige tal er ulige. Det ligger lige op ad påstanden, at summen af to lige tal 
er et lige tal, som eleverne skulle arbejde med i interventionen (første 
påstand på arbejdsarket i bilag 6). 
 
Her ville vi forvente, at eleverne med brug af symboler indfører et ulige tal 
og et lige tal, og at de med brug af algebraiske omskrivninger kommer 
frem til konklusionen.  
8 Et spørgsmål som relaterer sig til detektionstestens spørgsmål 15 
(cirkelpåstanden). Her “udvides” detektionstestens cirkler til cylindre med 
samme diameter, men højden halveres fra den ene cylinder til den 
anden. Der skal en begrundelse til, som i hvert fald ikke er mere 
kompliceret end begrundelsen, der skal til i detektionstestens tilsvarende 
spørgsmål. 
 
Her ville vi forvente, at eleverne argumenterer med at overfladearealet af 
top og bund er invariant overfor ændring af en cylinders højde, og 
dermed afvise Egons påstand. 
9 Et spørgsmål som indirekte relaterer sig til detektionstestens spørgsmål 
22 om hvilket samlet øjental, der er mest sandsynligt at slå. Her skal man 
gøre op med sig selv, hvilken af den røde og den grønne terning, der 
med størst sandsynlighed slår den blå terning.  
 
Her ville vi forvente en betragtning af det samlede udfaldsrum med 
sandsynligheder for hver at parrene rød-blå og grøn-blå terning. Hvorved 
der kan konkluderes, hvilken terning man bør vælge. 
10 Et spørgsmål relaterer sig til detektionstestens spørgsmål 9 (se bilag 9). 
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Her skal man afgøre hvorvidt en implikationspil kan vendes uden videre 
og dermed erstattes af en biimplikation. 
 
Her ville vi forvente, at eleverne opdager, at for 𝑎 = 1 er der tale om en 
vandret linje og ikke en eksponentiel sammenhæng, og at de opdager, at 
implikationspile ikke generelt kan vendes om. 
 
Det er dog værd at bemærke, at kun holdet 2xy MA fik spørgsmål nummer 10. Det skyldes 
slet og ret en forglemmelse, at ikke også 2h Ma fik spørgsmål nummer 10. Vi vurderer dog, 
at dette ikke har den store effekt på den endelige konklusion senere. 
Resultater 
 
Herunder følger en sammenligning af besvarelserne af detektionstesten og besvarelserne af 
interventionstesten med brug af den todimensionelle kategorisering og modelanalyse. Det 
gælder både for de to hold, men også for elever fra diagnosticeringsinterviewene. 
 
2hMa: 
 
 
 
 
Ovenfor ser vi klassemodel-densitetsmatricerne for 2hMa fra detektionstesten og 
interventionstesten. Noget overraskende ser vi at andelen af ikke-besvarede/ikke-
begrundede spørgsmål er steget fra 52% til 65%. En venlig fortolkning kunne handle om, at 
med elevernes øgede bevidsthed om deduktive argumenter, så kvier de sig nu ved at give 
argumenter, de ikke kan gennemføre. Det kunne være interessant, at interviewe eleverne 
om dette forhold, men igen: Det er uden for opgavens rammer. Ellers ses en markante 
nedgang i deduktivt fortællende argumenter og en markant øgning i deduktivt symbolske 
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argumenter. Der er også en mindre nedgang i empirisk-numeriske argumenter. Det tyder 
alligevel på en vis effekt af interventionsforløbet. For at opveje eventuelle forskelle i 
sværhedsgrad ved de to tests, kunne man også overveje at sortere kategorien IB fra i 
modelanalysen. Det vil uden tvivl give et mere positivt indtryk af interventionsforløbets effekt. 
Endelig kan vi bemærke af den sidste matrix, at der næsten kun er overlap til IB-kategorien, 
dvs. eleverne forsøger at vælge den samme strategi hver gang. 
 
2xyMA: 
 
 
 
 
For 2xyMA er billedet noget anderledes. Antallet af ikke-besvarede/ikke-begrundede 
spørgsmål er faldet med 18% fra 39% til 32%. Andelen af spørgsmål i de empiriske 
kategorier er faldet med 29% fra 12% til 8%. Endelig er andelen af spørgsmål i de deduktive 
kategorier steget med 21% fra 49% til 60%. Resultaterne her tyder altså på en fremgang! I 
vores postmatrix ses overlappet at være størst til IB-kategorien. Det er altså svært for mange 
elever at besvare alle spørgsmålene i testen. Ellers findes overlappet faktisk kun mellem de 
deduktive kategorier. De elever, der vælger deduktive argumenter, er altså ikke så tilbøjelige 
til at vælge empiriske argumenter. 
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Kirstine Jensen (2xyMA): 
 
  
 
Hvis vi piller elevmodel-densitetsmatricerne ud for de elever, vi har diagnosticeret, finder vi, 
at det ikke er lykkedes at ændre på Kirstines empiriske bevisskema. Tværdigmod har hun 
lidt flere besvarelser i den empirisk-numeriske kategori, mens andelen af besvarelser i de 
deduktive kategorier er næsten uændret. 
 
Amalie (2h Ma) 
 
  
 
Amalie har til gengæld ikke givet nogen empiriske besvarelser efter interventionen, og det er 
jo et positivt tegn, men desværre er andelen af deduktive besvarelser også faldet drastisk. 
 
Laura (2h Ma) 
 
  
 
Laura viser stadig tegn på at besidde et empirisk bevisskema, hvilket også følgende 
besvarelse fra interventionstesten viser. 
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Som en positiv effekt kan vi dog bemærke, at andelen af deduktivt symbolske besvarelser er 
steget! 
 
Malene (2h Ma) 
 
 
 
 
Også Malenes resultater lader tvivl tilbage om den positive effekt af interventionen, da hun 
efter interventionen vælger et empirisk argument, hvor hun tidligere kun brugte deduktivt 
fortællende argumentation. 
 
Peter (2h Ma) 
Som en lille pudsighed vil vi lige nævne Peter, som vi i øvrigt ikke har i fokus i denne 
omgang. Han er en topelev på holdet. Han vurderes, både til den skriftlige og den mundtlige 
eksamen, at kunne præstere en tocifret topkarakter. I besvarelsen af interventionstestens 
spørgsmål 6 og 7 ser vi følgende: 
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Peter viser tegn på, at han ikke er tilfreds med, at Klavs konkluderer på baggrund af de tre 
eksempler. Peter mangler evidens for de resterende tal, der eksisterer. Da der er uendeligt 
mange af dem, kan man forledes til at tro, at Peter besidder et deduktivt bevisskema. 
 
Men i det næste spørgsmål svarer han så således. 
 
 
 
Her giver Peter et induktivt argument, hvilket er et tegn på, at han trods alt også besidder et 
empirisk bevisskema.  
 
Diskussion 
 
Både i første omgang og i anden omgang af gennemgangen af detektionstestbesvarelserne 
anvendte vi Healy og Hoyles’ kategorisering af repræsentationsformerne. Efter første 
omgang kunne vi godt se, at der var et problem med denne kategorisering. Problemet var at 
kategoriseringen ikke er disjunkt. Dette forstået på den måde, at der var flere besvarelser, 
som kunne falde i to (eller flere) kategorier. For at råde bod på noget af dette, valgte vi som 
førnævnt at udvide med en dimension mere - nemlig Harel og Sowders 
bevisskemakategorisering. Det løser dog stadig ikke helt problemet med 
repræsentationsformerne. Som følgende eksempel viser, kunne en besvarelse let have 
karakter af både at være symbolsk og fortællende. 
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Det er ikke et enestående eksempel. Vi så især mange besvarelser, som kunne falde i både 
den numeriske og fortællende kategori. Dette er selvfølgelig et problem på flere områder. 
Det betyder, at vi måske ikke har kategoriseret eleverne helt ens, hvilket giver problemer 
med sammenligningerne. Vi mener at med mere erfaring og fortløbende samarbejde 
praktiserende eksaminerede matematikvejledere imellem, vil dette problem blive mindre 
med tiden. Men det ændrer ikke ved at kategoriseringen ikke er disjunkt. Et forsøg på at 
rette op på dette kunne være at tillade en besvarelse at komme i flere end én kategori. Dette 
udfordrer modelanalysen, men ikke mere end, at der kan justeres for det. Det handler blot 
om, at de enkelte elevers modeltilstandsvektor ikke skal divideres med antal spørgsmål, 
men med det samlede antal kategorier, som elevens besvarelser er havnet i. Bedre var det 
naturligvis med en disjunkt kategorisering. 
 
Den føromtalte modelanalyse skal tages med et gran salt af flere årsager. For det aller første 
er analysen en kvantitativ analyse og en sådan bør naturligvis ikke stå uden en kvalitativ 
analyse, hvilket vi da heller ikke lader den gøre. En anden ting er det ret begrænsede antal 
spørgsmål (otte), som vi har medtaget i analysen. Det ville selvfølgelig give et klarere 
billede, hvis antallet af spørgsmål var større. Vi valgte at se bort fra nogle spørgsmål, hvor 
der også skulle begrundes af den simple årsag at alt for mange elever enten ikke havde 
besvaret spørgsmålet eller også givet besvarelser, som ikke kunne kategoriseres (f.eks. 
besvarelser lydende som dette “Det ser da meget rigtigt ud”). En tredje ting er holdet 2h 
Ma’s beskedne størrelse. Både til detektionstesten og interventionstesten var der kun seks 
elever tilstede. Der er otte elever på hele holdet, så selvom hele holdet havde deltaget var 
det stadig ikke ret mange. Et lidt større problem på den front er, at det til de to test var lidt 
forskellige elever der var fraværende. Det vil sige, at der kun var fem elever, som var der til 
begge tests. Det må siges at være et ret lille grundlag at give konklusioner på baggrund af. 
 
Undervejs i forløbet ændrede vi på de spørgsmål, som vi gerne ville besvare. Dette betyder, 
at diagnosticeringsinterviewene havde fundet sted forinden. Det betyder igen, at vi ikke i 
diagnosticeringsinterviewene havde så stort fokus på at finde svar på, i hvilket omfang 
eleverne havde problemer med at oversætte mellem forskellige repræsentationsformer. 
Interventionsforløbet viste dog, at det er noget eleverne havde ganske store problemer med. 
Det drejer sig især om arbejdsarket “Udfyld manglende felter” (se bilag 6), hvor opgaven 
netop var at oversætte mellem forskellige repræsentationsformer. Så hvis vi ikke fik svar på 
det i diagnosticeringen, så kom det frem med rimelig tydelighed i interventionsforløbet. 
 
For 2h Ma’s vedkomne var interventionsforløbet skudt over mål (måske endda langt over 
mål). Det viste sig, når eleverne skulle lave arbejdsarkene, at de havde store problemer med 
dels at forstå opgaven og dels at løse opgaven, på trods af opgavens indhold og formål 
netop var gennemgået i præsentationen (se bilag 2). JA måtte for især de sidste arbejdsark 
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stort set løse opgaverne for eleverne. Hvor det jo var meningen, at de selv skulle prøve med 
efterfølgende opsamling. 
Kollegialt samarbejde 
 
Med henblik på at give et par kollegaer et indtryk af, hvor deres matematikholds 
vanskeligheder lå indenfor området ræsonnement og bevisførelse, traf JA en aftale med tre 
kolleger. Det drejede sig om 1x MA, 1y Ma og 3g MA2, altså henholdsvis en 1.g med 
matematik på A-niveau, en 1.g med matematik på B-niveau og et 3g valghold med 
matematik på A-niveau mest bestående af elever fra en og samme klasse (en studieretning 
med samfundsfag). Det var tanken, at JA ville sammenfatte en rapport til hver af disse 
kollegaer med dels en kvantitativ og dels en kvalitativ analyse af deres holds besvarelser. 
Intentionerne var større end den mængde tid, der viste sig at være til rådighed. Således blev 
rapporten afløst af et kort besøg i hver klasse med en præsentationen, hvor JA dels 
fremviste hvilke opgavetyper, de havde svaret særdeles godt på, og hvilke opgavetyper der 
voldte større problemer. Dette var i lige så høj grad henvendt til kollegerne, men eleverne 
havde også efterspurgt kommentarer til deres besvarelser. Vi forventer i et fremtidigt virke 
som matematikvejledere, at kunne påtage os en opgave svarende til dette. Altså at en 
kollega beder om hjælp til at forstå, hvorfor et hold klarer sig så dårligt inden for et givent 
område eller emne. Vi vurderer, at modelanalyse kan blive et nyttigt værktøj i denne 
sammenhæng, dog ligger der et arbejde i udarbejdelse af tests målrettet dette formål. 
 
Konklusion 
 
I arbejdet med detektionstesten fandt vi, at mange elever har en forkærlighed for den 
fortællende repræsentationsform i ræsonnementer. En del af disse elever besidder et 
empirisk bevisskema, og vi har ønsket at undersøge, om man kunne finde en sammenhæng 
mellem den udeblivende symbolske fremstilling og vanskeligheder med skift af 
repræsentationsform. Da diagnosticeringsinterviewene lå før dette spørgsmåls formulering, 
har vi forsømt at undersøge denne sammenhæng i interviewene, men i interventionsforløbet 
kunne vi i hvert fald konstatere at klasserne som helhed har vanskeligheder med 
oversættelse mellem repræsentationsformerne. Tilbage står dog stadig et spørgsmål om, 
om der er en sammenhæng.  
Efterfølgende har vi ønsket at flytte eleverne fra den fortællende repræsentationsform til den 
symbolske repræsentationsform, og vi kan med nogen overbevisning sige, at klasserne som 
helhed er rykket et stykke af vejen fra at have et empirisk bevisskema til et deduktivt 
bevisskema. Ligeledes kan vi sige, at Amalie har rykket sig mod et deduktivt bevisskema, 
men for resten af de diagnosticerede elever er det desværre en anden og mere tvivlsom 
historie. Vi kan således ikke hos alle de diagnosticerede elever konstatere noget skifte fra et 
empirisk bevisskema til et deduktivt bevisskema. 
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Bilag 1: De seks holds pointgennemsnit i detektionstesten. 
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Bilag 2: Slides til interventionsforløb 
 
Slides 1-6 
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Slides 7-12 
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Slides 13-18 
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Slides 19-22 
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Bilag 3: Afgør hvordan følgende elever lader sig overbevise om 
en påstands sandhedsværdi. 
A: Lader sig overbevise af autoriteter. 
E: Lader sig overbevise af eksempler. 
L: Lader sig overbevise af logiske slutninger. 
 
Sæt kryds under A, E eller L for hver af eleverne herunder. A E L 
Elev A: 
Det er sandt, at summen af to ulige tal er et lige tal, fordi: 
 
   
Elev B: 
Det er sandt, at produktet af to ulige tal er et ulige tal, fordi: 
Hvis a og b er ulige, så kan de skrives som 𝑎 = 2 ⋅ 𝑖 + 1og 𝑏 = 2 ⋅ 𝑗 + 1, hvor i 
og j er hele tal. Produktet af a og b bliver 
𝑎 ⋅ 𝑏 = (2 ⋅ 𝑖 + 1)(2 ⋅ 𝑗 + 1) = 2 ⋅ (2 ⋅ 𝑖 ⋅ 𝑗 + 𝑖 + 𝑗) + 1 
som er et ulige tal. 
   
Elev C: 
Det er sandt, at produktet af to ulige tal er et ulige tal, fordi det står på 
Wikipedia 
(under “Lige og ulige tal”: http://da.wikipedia.org/wiki/Lige_og_ulige_tal) 
   
Elev D: 
Det er sandt, at summen af to ulige tal er et lige tal, fordi det kan jeg let se, at 
det er. 
   
Elev E: 
Det er sandt, at summen af de første 𝑛 ulige tal er 𝑛2, fordi jeg har set det 
formuleret som en matematisk sætning i en bog. 
   
Elev F: 
Det er sandt, at summen af de første 𝑛 ulige tal er 𝑛2, fordi 
1 + 3 + 5 = 9 = 32 
1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 25 = 52 
   
Elev G: 
Det er sandt, at ethvert kvadrat også er et rektangel, fordi i et kvadrat er alle 
sider lige lange og alle vinkler er rette og derfor opfylder de også betingelsen 
for at være et rektangel. 
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Bilag 4: Vurder tilstrækkeligheden af følgende argumenter for 
påstandene 
 
Påstand A 
 
 
Argumenter 
Tilstrækkelig? (Ja/Nej) 
Husk begrundelse for dit 
svar. 
Argument 1: 
Søren har ret, hvilket følgende beregninger viser: 
𝑑 = 2 ⇒ 𝑂 = 2𝜋 og 𝑑 = 4 ⇒ 𝑂 = 4𝜋 
 
Argument 2: 
Søren har ret, hvilket følgende symbolske udregninger viser: 
Vi starter med omkredsen. 
𝑂𝑑 = 𝜋 ⋅ 𝑑 og 𝑂2𝑑 = 𝜋 ⋅ 2𝑑 = 2𝜋𝑑 
altså er omkredsen det dobbelte, når diameteren er det 
dobbelte. 
Så til arealet. 
𝐴𝑑 = 𝜋 ⋅ (
𝑑
2
)2 = 𝜋 ⋅
𝑑2
2
=
1
2
𝜋𝑑2 og 𝐴2𝑑 = 𝜋 ⋅ (
2𝑑
2
)2 = 𝜋𝑑2 
altså er også arealet det dobbelte, når diameteren er det 
dobbelte. 
 
Argument 3: 
Søren tager fejl, hvilket følgende symbolske udregning viser: 
𝐴𝑑 = 𝜋 ⋅ (
𝑑
2
)2 = 𝜋 ⋅
𝑑2
4
=
1
4
𝜋𝑑2 og 𝐴2𝑑 = 𝜋 ⋅ (
2𝑑
2
)2 = 𝜋𝑑2 
Altså bliver arealet fire gange så stort, når diameteren bliver 
dobbelt så stor. 
 
Argument 4: 
Søren tager fejl, hvilket følgende figur viser: 
 
De to små cirkler dækker ikke cirklen med den dobbelte 
diameter. 
 
Argument 5: 
Søren tager fejl, hvilket følgende beregninger viser: 
𝑑 = 2 ⇒ 𝐴 = 𝜋 og 𝑑 = 4 ⇒ 𝐴 = 4𝜋 
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Påstand B 
 
Argumenter 
Tilstrækkelig? (Ja/Nej) 
Husk begrundelse for dit svar. 
Argument 1: 
Susanne har ret, fordi hvis man f.eks. siger at sidelængden i 
den lille terning er 1 da vil rumfanget være 1 ⋅ 1 ⋅ 1 = 1 og den 
store terning vil da have sidelængde 2 og rumfanget vil da være  
2 ⋅ 2 ⋅ 2 = 8. Så rumfanget vil være otte gange større. 
 
Argument 2: 
Susanne har ret, hvilket følgende figur viser 
 
 
Argument 3: 
Susanne har ret, fordi hun er lektor ved Institut for Matematiske 
Fag på Aalborg Universitet. Se evt. 
http://personprofil.aau.dk/106169. Hun er altså professionel 
matematiker og dem kan vi trygt regne med taler sandt. 
 
Argument 4: 
Susanne har ret, hvilket følgende figur viser 
 
 
Argument 5: 
Susanne har ret, hvilket kan ses ved følgende udregninger. 
Vi kalder sidelængden i den lille terning for x. Da alle sider i en 
terning er lige lange bliver rumfanget 𝑉𝑥 = 𝑥 ⋅ 𝑥 ⋅ 𝑥 = 𝑥
3. Vi 
fordobler nu sidelængderne i den lille terning, så de i den store 
terning er 2𝑥. Rumfanget bliver da  
𝑉2𝑥 = 2𝑥 ⋅ 2𝑥 ⋅ 2𝑥 = (2𝑥)
3 = 23 ⋅ 𝑥3 = 8𝑥3. Som det fremgår er 
rumfanget af den store terning 8 gange større end den lille 
ternings rumfang. 
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Bilag 5: Afgør hvilken fremstillingsform der er valgt 
 
Sæt kryds ud for hvert argument. 
 
 Visuelt Numerisk Fortællende Symbolsk 
Påstand A 
Argument 1 
    
Påstand A 
Argument 2 
    
Påstand A 
Argument 3 
    
Påstand A 
Argument 4 
    
Påstand A 
Argument 5 
    
Påstand B 
Argument 1 
    
Påstand B 
Argument 2 
    
Påstand B 
Argument 3 
    
Påstand B 
Argument 4 
    
Påstand B 
Argument 5 
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Bilag 6: Udfyld manglende felter 
 
Udfyld det empirisk numeriske felt 
Påstand: Summen af to lige tal er altid lige. 
 
 Empirisk Deduktiv 
Visuel 
 
 
Numerisk   
Lige tal ender på 0, 2, 4, 6 eller 8. Når 
man lægger hvilke som helst af dem 
sammen, så lander svaret stadig i 0,2,4,6 
eller 8. 
 
Fortællende   
Lige tal er tal der kan deles med 2. Når 
man lægger tal sammen med en fælles 
faktor, 2 i dette tilfælde, så har svaret 
også den samme fælles faktor. 
 
Symbolsk   
a er et vilkårligt helt tal 
b er et vilkårligt helt tal 
2a og 2b er vilkårlige lige tal 
2a+2b = 2(a+b) 
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Udfyld de felter I kan 
Påstand: Summen af de første 𝑛 ulige tal er 𝑛2. 
 
 Empirisk Deduktiv 
Visuelt  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Numerisk  
1 + 3 + 5 = 9 = 32 
1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 25 = 52 
 
 
Fortællende  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Symbolsk  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Det 𝑘’te ulige tal er 2 ⋅ 𝑘 − 1. Det vil sige, 
at summen af de første 𝑛 ulige tal kan 
skrives som 
∑(2 ⋅ 𝑖 − 1)
𝑛
𝑖 = 1
= 2 ⋅ (∑ 𝑖
𝑛
𝑖 = 1
) − 𝑛 
 
Da ∑ 𝑖𝑛𝑖 = 1 =
𝑛⋅(𝑛+1)
2
 fås 
 
∑ (2 ⋅ 𝑖 − 1)
𝑛
𝑖 = 1
= 2 ⋅ (
𝑛 ⋅ (𝑛 + 1)
2
) − 𝑛 = 𝑛2 
 
Q.e.d. 
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Udfyld det visuelt empiriske og det dedutivt fortællende felt 
Påstand: Ligegyldigt hvilke 3 tal i rækkefølge man ganger sammen, så er svaret altid et 
multiplum af 6. 
 
 Empirisk Deduktiv 
Visuel  
 
 
 
 
 
 
Numerisk 1 ⋅ 2 ⋅ 3 = 6 
2 ⋅ 3 ⋅ 4 = 24 
4 ⋅ 5 ⋅ 6 = 120 
6 ⋅ 7 ⋅ 8 = 336 
 
Fortællende  
 
 
 
 
Symbolsk  Af de tre tal i rækkefølge, er det første 
tal enten lige eller ulige. 
Antag først at tallet er lige, så kan det 
skrives som 2𝑎 (hvor 𝑎 er et vilkårligt 
helt tal), og produktet bliver  
2𝑎 ⋅ (2𝑎 + 1) ⋅ (2𝑎 + 2). Enten går 3 op i 
2𝑎 eller 2𝑎 + 1 eller 2𝑎 + 2, da hvert 
tredje tal er med i tretabellen. Da 
produktet er et multiplum af både 2 og 
3, så er det også et et multiplum af 6. 
Antag nu at tallet er ulige, så kan det 
skrives som 2𝑏 − 1 (hvor 𝑏 er et 
vilkårligt helt tal), og produktet bliver 
(2𝑏 − 1) ⋅ 2𝑏 ⋅ (2𝑏 + 1). Det ses at 
produktet er et multiplum af 2; og som 
før, går 3 op i enten 2𝑏 − 1 eller 2𝑏 eller 
2𝑏 + 1. Da produktet er et multiplum af 
både 2 og 3, så er det også et 
multiplum af 6. 
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Bilag 7: Bevis påstande efter eget valg 
 
Udvælg en eller flere påstande og bevis dem. Husk, at overveje ulemper og svagheder 
ved den valgte fremstillingsform. 
Der er påstande inden for talteori og inden for geometri. 
 
Talteori 
𝑥 er lige hvis og kun hvis 𝑥2 er lige. 
𝑥 er ulige hvis og kun hvis 𝑥2 er ulige. 
For naturlige tal 𝑛 gælder, at 𝑛2 kan deles med 3, hvis og kun hvis 𝑛 kan deles med 3. 
For alle naturlige tal 𝑛 gælder at 𝑛2 + 𝑛 er lige. 
Hvis 𝑛 er et naturligt tal, så går 4 op i enten 𝑛2 eller 𝑛2 − 1. 
Hvis 𝑚 er ulige, går 8 op i 𝑚2 − 1. 
6 går op i 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1) ⋅ (𝑛 + 2) for alle naturlige tal 𝑛. 
Summen af de 𝑛 første lige tal er 𝑛2 + 𝑛. 
Når man lægger to ulige tal sammen, så er svaret altid lige. 
hvis 𝑝 og 𝑞 er to vilkårlige ulige tal, så er (𝑝 + 𝑞) ⋅ (𝑝 − 𝑞) altid et multiplum af 4. 
 
Geometri 
For retvinklede trekanter gælder at summen af kateternes kvadrater er lig med kvadratet på 
hypotenusen. 
 
Tallene i tabellen er eksakte værdier for sin, cos og tan. 
Grader 30 45 60 
sin 
1
2
 
√2
2
 
√3
2
 
cos 
√3
2
 
√2
2
 
1
2
 
tan 
√3
3
 1 √3 
 
Når man lægger et reb rundt om en kugle og herefter forøger radius med 1 m, så forøges 
omkredsen med 2𝜋 m. 
 
Hvis den retvinklede trekant 𝑋𝑌𝑍 med sidelængderne 𝑥, 𝑦 og 𝑧 har arealet 
1
4
𝑧2, hvor 𝑧 er 
trekantens hypotenuse, så er de øvrige vinkler i trekanten 45 grader. 
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Fra midtpunktet 𝑀 på linjestykket 𝐴𝐵 tegnes en halvlinje. Hvis punkterne 𝐶 og 𝐷 ligger på 
halvlinjen så |𝐴𝐶| = |𝐵𝐷| så er vinklerne 𝑢 = ∠𝐴𝐶𝑀 og 𝑣 = ∠𝐵𝐷𝑀 lige store. 
 
I en vilkårlig trekant 𝐴𝐵𝐶 gælder uligheden 𝑚𝑎 + 𝑚𝑏 + 𝑚𝑐 >
3
4
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐), hvor 𝑚𝑎, 𝑚𝑏 og 
𝑚𝑐 er medianernes længder, og 𝑎, 𝑏 og 𝑐 er sidelængderne. 
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Bilag 8: Interventionstest 
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Bilag 9: Tre spørgsmål fra detektionstest 
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Indledning 
Matematisk modellering spiller nok en større rolle i matematikfaget i STX end mange 
matematiklærere forestiller sig. Kigger man på de skriftlige eksamenssæt er hovedparten af 
opgaverne stillet på en sådan måde, at matematisk modellering er i spil. Desværre, kan man 
mene, er det kun en lille del af den matematiske modelleringsproces, som kræves af 
eleverne, og derfor er fokus i undervisningen også kun på denne lille del. Det betyder, at 
modelleringsprocessen ikke udfoldes til fulde, og at det samtidig ofte ikke bliver nævnt, at 
det er en del af en større proces.  
I nærværende rapport vil vi benytte os af Mogens Niss’s billede af den matematiske 
modelleringsproces, dog oversat til dansk, som vist i figuren herunder (Niss, 2010). 
 
 
 
Pilene på figuren skal forstås som delprocesser man skal igennem, og hver delprocess leder 
frem til et produkt. I tabellen herunder har vi skelet en del til Mogens Niss’s slides fra 3. 
semester og en smule til Blomhøj og Jensen (Blomhøj & Jensen, 2003). Det hele starter 
med et problem fra den ekstra-matematiske virkelighed, som ønskes belyst og eventuelt 
besvaret ved hjælp af matematik. 
 
Delprocess Produkt 
Præmatematisering (specifikation og idealisering):  
Delprocessen som består dels i at inddrage relevante 
faktorer og se bort fra alle andre, dels at tage 
udgangspunkt i nogle forudsætninger og gøre sig 
antagelser om problemet. 
Denne delproces leder frem til et 
specificeret og idealiseret problem 
med tilhørende spørgsmål. 
Matematisering: 
Her vælges et matematisk domæne, som bruges til at 
udpege objekter, relationer og matematiske 
problemstillinger, som hver især har en pendant i det 
specificerede og idealiserede problem. 
Denne delproces leder frem til 
den matematiske model, hvormed 
der kan søges et matematisk svar 
på det specificerede og 
idealiserede problem. 
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Problemløsning: 
I denne delprocess søges matematiske svar på det 
specificerede og idealiserede problem ved at 
anvende de metoder, som er gældende indenfor det 
valgte matematiske domæne. 
Denne delproces leder frem til et 
matematisk svar på det 
specificerede og idealiserede 
problem. 
Afmatematisering: 
Her oversættes den matematiske løsning til et ekstra-
matematisk svar på det specificerede og idealiserede 
problem, idet der anvendes sproglige formuleringer, 
som svar på det spørgsmål, der er stillet. Herunder 
eventuelt genindførelsen af begreber fra den ekstra-
matematiske virkelighed. 
Denne delproces leder frem til 
ekstra-matematiske svar på det 
specificerede og idealiserede 
problem. 
Validering: 
Det ekstra-matematiske svar valideres ved at 
konfrontere det med den kendte ekstra-matematiske 
virkelighed. Desuden diskuteres modellens 
egenskaber og rækkevidde. I bedste fald er man 
tilfreds med resultatet, i værste fald er man nødt til at 
køre en ny tur i processen ved først at justere, tilføje 
og/eller fjerne specifikationer og idealiseringer. 
Produktet er slutteligt en 
blåstempling af det fundne ekstra-
matematiske svar. 
 
Ovenstående delprocesser med tilhørende produkter er det vi her vil forstå ved den 
matematiske modelleringsproces. 
 I KOM-rapporten (Niss & Højgaard Jensen, 2002) beskrives matematiske 
modellering som én blandt otte kompetencer, som studenter fra det danske gymnasium bør 
besidde. Den matematiske modelleringskompetence går på to ben. En der hedder at kunne 
analysere grundlag for og egenskaber ved foreliggende modeller, samt en der hedder at 
kunne foretage aktiv modelbygning (jævnfør ovenstående om den matematiske 
modelleringsproces). Besiddelsen af en kompetence beskrives i tre dimensioner ved 
dækningsgrad, aktionsradius og teknisk niveau. For at en person kan have en høj 
dækningsgrad af modelleringskompetencen kræver det, at personen kan aktivere så mange 
aspekter heraf som muligt. Det vil sige, at personen både skal være i stand til at analysere 
foreliggende modeller og selv udføre aktiv modelbygning. En høj aktionsradius udgøres af at 
personen kan aktivere modelleringskompetencen i et bredt spektrum af sammenhænge og 
situationer. Et højt teknisk niveau kræver, at modelleringskompetencen kan udfoldes på 
problemstillinger, hvor de enkelte delprocesser i modelleringsprocessen hver især kræver et 
højt teknisk niveau for at kunne fuldføres. Præmatematiseringen er blandt andet med til at 
sørge for, at det tekniske niveau i efterfølgende delprocesser ikke bliver uoverstigeligt. 
Detektionstest 
For at komme elevers snublesten med hensyn til matematisk modellering nærmere, har vi 
givet testen “13 spørgsmål fra professoren” til tre matematikhold. Et A-niveau 3.g hold og et 
A-niveau 1.g hold på Midtfyns Gymnasium benævnt henholdsvis MfG3xyMA og MfG1yMA 
og et C-niveau HF hold på Middelfart Gymnasium benævnt MG1hma1. Detektionstestens 
tretten spørgsmål handler alle om en eller flere delprocesser af matematisk modellering (se 
bilag 1).  
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I evalueringen af elevernes besvarelser har vi valgt at fokusere på de delprocesser, der er 
kernen i spørgsmålet. Delprocesserne er kodet med bogstaverne P (præmatematisering), M 
(matematisering), L (problemløsning), A (afmatematisering) og V (validering). I nogle af 
spørgsmålene er flere end én delproces særligt i spil. Der er givet op til to point i vurdering af 
graden af opfyldelsen af de enkelte delprocesser i de enkelte opgaver (se dybere forklaring 
af pointgivning i bilag 2). Tabellen herunder giver et overblik over hvilke delprocesser, der er 
kernen i de enkelte spørgsmål. 
 
Delproces Spørgsmål Mulige point 
P 1, 5 og 8 6 
M 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 og 11 18 
L 3, 5, 6, 8, 11 og 12 12 
A 5, 8, 12 og 13 8 
V 5, 8, 9 og 10 8 
  
Dette giver mulighed for i alt at opnå 52 point. 
 
MfG3xyMA 
Dette hold har besvaret de to foregående detektionstests, så MW syntes det var interessant, 
at se hvordan holdet besvarede denne sidste detektionstest. Det er desuden interessant at 
sammenligne dette hold med det andet A-niveau hold, da de er to forskellige årgange. I 
øvrigt vil vi ikke diagnosticere og intervenere på dette hold, da MW vurderer de skal 
koncentrere sig om at nå læreplanens mål inden eksamen til sommer. Herunder ses deres 
samlede pointresultater i denne sidste detektionstest: 
 
 
 
Det ses at antallet af point ligger mellem 18 og 45 ud af de 52 mulige point. Langt de fleste 
af eleverne (69%) får mellem 30 og 40 point, så det meste af holdet er jævnt gode til 
modellering. Det er interessant, at de elever, der deltog i interventionsforløbet efter 
detektionstesten “57 spørgsmål fra professoren”, ligger lavt i pointtal her, og at de to elever 
der klarer sig bedst i nuværende detektionstest også til dagligt er blandt de dygtigste elever. 
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Lad os betragte de fem delprocesser hver for sig: 
 
 
 
Herover ses pointgivning for præmatematisering (blå søjler) set i forhold til andelen af samlet 
point, hvis der totalt var 6 mulige point (røde søjler). Bemærk at hvis de blå søjlere er højere 
end de røde, så klarer eleverne sig godt i præmatematisering i forhold til deres samlede 
præstationer. Det er bemærkelsesværdigt, at den svage elev 16 klarer sig relativt godt i 
præmatematiseringen, mens de to stærke elever 10 og 11 ikke finder deres relative styrker 
her.  
 
 
 
Figuren herover viser pointgivningen for matematisering (blå søjler) set i forhold til andelen 
af samlet point, hvis der totalt var 18 mulige point (røde søjler). Omkring halvdelen af 
eleverne er ikke så gode til matematisering, som de er til de fem delprocesser samlet set. 
Elev 8 og 9 er særligt interessante, da de ellers er gode til matematik, mens den ellers noget 
svagere elev 24 er overraskende stærk i matematisering. 
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Figuren herover viser pointgivningen for problemløsning (blå søjler) set i forhold til andelen 
af samlet point, hvis der totalt var 12 mulige point (røde søjler). Holdet er gennemgående 
relativt gode til problemløsning. 
 
 
 
Figuren herover viser pointgivningen for dels afmatematiseringen (blå søjler) og dels 
valideringen (røde søjler) set i forhold til andelen af samlet point, hvis der totalt var 8 mulige 
point (grønne søjler). Eleverne er relativt gode til afmatematisering, mens det halter en del 
mere med at validere deres resultater. 
 
MfG1yMA 
MfG1yMA er et grundforløbshold, da studieretningerne først begynder i januar. Derfor er 
dette hold egentlig ikke et rigtigt A-niveauhold endnu, da en del af disse elever vil vælge en 
anden studieretning med et andet niveau i matematik. Fra Midtfyns Gymnasiums side er 
holdet oprindeligt sammensat af elever, der har vist interesse for studieretningen matematik 
A - biologi B - kemi B, og elever der har gode karakterer i matematik fra grundskolen. 
Enkelte elever har dog skiftet til denne klasse pga. sprogvalg. Herunder ses holdets samlede 
resultater. 
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Det er bemærkelsesværdigt, at de bedste klarer sig omtrent lige så fint som de bedste af 
3.g’erne, men de svageste klarer sig markant dårligere, og majoriteten af holdet (70%) ligger 
mellem 15 og 35 point. Der er altså en større spredning af niveauet, og det ligger lavere end 
3.g’erne. MW vurderer at holdet har samme niveau som 3xy havde i 1.g, så noget tyder på, 
at det er lykkes for MW og 3xy at lære noget på de mellemliggende år. Ydermere kan 
nævnes, at elever, der har scoret under 15 point, er svage i matematik, så der er ingen 
overraskelser der. 
 
 
 
Herover ses pointgivning for præmatematisering (blå søjler) set i forhold til andelen af samlet 
point, hvis der totalt var 6 mulige point (røde søjler). To tredjedele af klassen er relativt gode 
til præmatematisering, og få elever er markant dårligere eller bedre til præmatematisering 
end de fem delprocesser samlet set. 
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Figuren herover viser pointgivningen for matematisering (blå søjler) set i forhold til andelen 
af samlet point, hvis der totalt var 18 mulige point (røde søjler). De fleste af eleverne klarer 
sig dårligere i matematiseringen end i de fem delprocesser samlet set, og ingen af eleverne 
har deres personlige relative styrke her (dvs. ingen af eleverne har en blå søjle der er 
markant højere end den røde). 
 
 
 
Figuren herover viser pointgivningen for problemløsning (blå søjler) set i forhold til andelen 
af samlet point, hvis der totalt var 12 mulige point (røde søjler). Ca. halvdelen af holdet klarer 
sig relativt godt i problemløsningen i forhold til de fem delprocesser samlet set. 
 
 
 
Figuren herover viser pointgivningen for dels afmatematiseringen (blå søjler) og dels 
valideringen (røde søjler) set i forhold til andelen af samlet point, hvis der totalt var 8 mulige 
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point (grønne søjler). Det ses at holdet klarer afmatematiseringen fint, mens det halter med 
valideringen. 
Analysen af delprocesserne er nogenlunde ens for MfG3xyMA og MfG1yMA. Det første og 
største problem er matematiseringen. Validering er heller ikke elevernes spidskompetence. 
 
MG1hma1 
På Middelfart Gymnasium har man valgt, at gymnasiets to HF-klasser skal niveau-
/motivationsdeles. De mest motiverede og dem med det bedste niveau skulle gerne nå 
længere og blive bedre forberedt på eventuelt at tage matematik på B-niveau året efter. Det 
andet hold med de mindst motiverede og dem med det laveste niveau skulle gerne 
motiveres og have deres niveau forbedret uanfægtet, at man givetvis ikke når 
kernestofområdet. Det er dette sidste hold, som forkortelsen MG1hma1 dækker over. 26 
kursister tog testen og det samlede pointresultatet ses i figuren herunder. 
 
 
 
Taget i betragtning at det maksimalt mulige pointtal er 52, er der lang vej igen, hvis holdet 
skal bibringes modelleringskompetence. De to topscorer nåede 14 point. Uden at vi i øvrigt 
vil komme ind på styrkeforholdet mellem de to hold, der er under lup, bringes her en 
sammenligningsmulighed af styrkeforholdet i matematisk modellering. 
 
 
 
Kigger man på de fem delprocesser for MG1hma1 fås følgende figurer. 
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Herover ses pointgivning for præmatematisering (blå søjler) set i forhold til andelen af samlet 
point, hvis der totalt var 6 mulige point (røde søjler). Figuren viser, at langt størstedelen af 
eleverne er bedre til præmatematisering end de er til de fem delprocesser samlet set. Det er 
altså ikke umiddelbart her, man kan hente den største gevinst ved en intervention. Man skal 
dog stadig have in mente, at eleverne klarer sig dårlig over hele linjen, som figuren med det 
samlede resultat viser. 
 
 
 
Figuren herover viser pointgivningen for matematisering (blå søjler) set i forhold til andelen 
af samlet point, hvis der totalt var 18 mulige point (røde søjler). Figuren viser, at ingen elever 
er bedre til matematisering, end de i gennemsnit er til de fem delprocesser. Her er der altså 
store vanskeligheder for mange - ja nærmest alle - elever. 
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Figuren herover viser pointgivningen for problemløsning (blå søjler) set i forhold til andelen 
af samlet point, hvis der totalt var 12 mulige point (røde søjler). For cirka halvdelen af 
eleverne er her også store vanskeligheder, hvorimod den anden halvdel ikke synes at have 
større vanskeligheder med problemløsning, end de har med de andre delprocesser. 
 
 
 
Figuren herover viser pointgivningen for dels afmatematiseringen (blå søjler) og dels 
valideringen (røde søjler) set i forhold til andelen af samlet point, hvis der totalt var 8 mulige 
point (grønne søjler). Heraf ses, at eleverne har få vanskeligheder med afmatematisering set 
i forhold til de andre delprocesser, samt at validering stort set er ikke eksisterende. 
Problemformulering 
Detektionstesten viser, at det første sted i modelleringsprocessen, hvor eleverne udviser 
særlige vanskeligheder, er matematiseringen. Derfor har vi ønsket at kigge nærmere på, 
hvilke snublesten de har her. Desuden har vi ønsket, at bibringe alle elever en større 
bevidsthed om modelleringsprocessen, heraf følger, at det er oplagt at lave en 
klasseintervention. Med de to ønsker i baghovedet, har vi stillet os selv følgende spørgsmål. 
 
I hvilket omfang skyldes elevers vanskeligheder med matematiseringen problemer med 
symbol- og formalisme kompetencen?  
I hvilken udstrækning vil et interventionsforløb, hvor der på klasserumsniveau lægges vægt 
på italesættelse og træning af modelleringens fem delprocesser afhjælpe problemerne, og  
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i hvilken grad kan man spore særlige forbedringer hos enkelte elever, der samtidig gives 
ekstra støtte i klasserummet til at indføre og bruge symboler i matematiseringen? 
 
Fokus på symbol- og formalismekompetencen udsprang af en mistanke, vi fik under 
diagnosticeringen, om problemer på netop dette felt. 
Diagnosticering 
Vi har valgt at køre to forskellige diagnosticeringsforløb på MfG og MG.  
 
MfG 
Vi ønsker at se på elever, der ikke er for svage matematisk, således at ikke andre problemer 
er fremherskende og skygger for vores problemstilling. MW har derfor udvalgt elev 1 og elev 
12 fra MfG1yMA, da de klarer sig rimeligt samlet set, og for begges vedkommende er det 
matematiseringen, der volder dem mest besvær. Diagnosticeringen hviler på interview og 
videooptagelser på ca. en halv time pr. elev. Herefter kaldes de to elever henholdsvis F og 
N.1 
 
Elev F 
I detektionstesten besvarer F alle spørgsmålene, og han vælger i 10 ud af 13 opgaver en 
narrativ forklaring. I spørgsmål 7 svarer F med et lille (forkert) regnestykke, og spørgsmål 12 
besvares med en række eksempler. F matematiserer mao ikke så meget. For at undersøge 
F’s symbol- og formalismekompetence spørger MW flere gange ind til, om F kan regne på 
opgaverne i håbet om, at F vil afsløre sine evner til at oversætte naturligt sprog til 
symbolholdigt matematisk sprog. 
 
 
 
I det følgende har MW bedt F om at regne på opgaven.  
 
F: Altså her kan vi se, at han får 25% i rente hvert kvartal, og hernede får han 1% i årlig rente, og hvis der må 
være, der er fire kvartaler på et år jo, så får han i alt 1% pr år, men han får så også, efter han har fået 25% 
                                               
1
 En rå transkribering af interviewene kan findes her: https://drive.google.com/a/mfgy.dk/file/d/0B-
SNwJzY7XlLNkpwRnZYdmJBN0U/view?usp=sharing  
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første gang, så får han 25% af det han har med de 25% og 25% igen, så derfor må Tæsk jo være den bedste 
bank. 
M: Ja, men du ved ikke, hvordan du sådan skulle regne på det, hvis du vidste, hvor mange penge han fik? 
F: Ikke rigtigt. Ikke noget jeg lige kan huske i hvert fald. 
M: Ok, men det er noget I har set? 
F: Ja, med renters rente. 
M: Ja, det er rigtig nok. 
F: Jeg kan bare ikke lige huske i hovedet, hvordan man griber det an. 
 
Det ses, at F er fint klar over, hvad der er på spil i opgaven (på trods af han gentagende 
gange siger 25% i stedet for 0,25%), men det kniber at få opgaven matematiseret og endda 
at regne på et eksempel. 
 
 
 
Inden MW stiller nogle spørgsmål er F klar med en rettelse. 
 
F: Der skulle jeg så nok have sagt 6E·L 
M: Nå, okay. Hvad forstår du ved egentlig ved, når der står opskriv en formel? Hvad forstår du så ved en 
formel? 
F: Altså nu her, der vil jeg nok, at det er... hvad jeg forstår ved det? Det vil jo være eh, en sammenhæng 
mellem 
M: Ja 
F: Mellem tingene 
M: Ja 
F: Men ikke med nogen bestemte tal, med to konstanter eller et eller andet. 
 
Der ser ud til at være lidt uklarhed mht. hvad en formel/ en sammenhæng dækker over og 
hvad forskellen er på variable og konstanter, og det bliver ikke bedre, når F bliver bedt om at 
regne på et eksempel. 
 
M: Men hvis du nu skulle prøve at regne et eksempel, så var jeg egentlig lidt interesseret i, hvordan du vil 
regne det med den formel, du har skrevet. 
F: Altså E·L eller den der (peger på 6E·L) 
M: Ja den ene eller den anden. 
F: Den der oppe, da vil vi bare sige elever gange lærere. 
M: Ja, hvis vi nu havde 2 lærere, hvad så? 
F: Så skulle det være den hernede, der er den rigtige for så, der er 6 gange så mange elever som lærere, så 
hvis der er 2 lærere, så må der være 12 elever jo. Fordi vi siger 12, eller 6 gange elever gange lærere, hvis der 
er, hvad hedder det 2 lærere, eh, så er det 6 elever gange 2 lærere, det må være 12. 
M: Ja 
F: Jeg kan ikke lige se hvordan, jeg vil sætte det der op, det er ikke rigtigt sat op i hvert fald. 
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F kommer altså her til en erkendelse af, at hans formel har visse mangler. Efterfølgende 
lykkes det hurtigt for F at komme frem til en korrekt formel gennem eksemplet 2 ⋅ 6 = 12. 
Som en lille prøve af F’s symbol- og formalismekompetence stiller MW så en lille opgave i 
samme stil, og F viser han er lærenem. 
 
M: Jeg siger, at der er en klasse, hvor der er 12 børn mere end voksne. 
F: Ja 
M: Så kunne vi kalde børnene for B og voksne for V. Kunne du så udtrykke det? Der er 12 børn mere end 
voksne. 
F: Det vil jo bare være voksne gange 12 lig med B. 
M: Nej der er ikke 12 gange flere, der er 12, der er kun 12 flere. 
F: 12 flere. Så vil det vel være voksne +12 =B (skriver V+12=B) 
 
 
 
Igen beder MW om nogle beregninger. 
 
F: Jeg ved ikke, hvordan jeg skulle gøre det. Altså jeg har hende her eller ham her på 1 cm, og en bygning på 
10 fra personen, jo det var 10, men jeg ved ikke, hvordan jeg vil skrive det op til at være mellemregninger. 
M: Nej okay, men jeg kan se du måler i hvert fald bygningen det samme sted som 
F: personen, for når det det står 3D, så må det jo være det hvor højden er. For hvis vi måler her ovre (ved 
hushjørnet), så vil den være helt anderledes i forhold til der hvor personen står på fortovet. 
M: Ja, det ville det nemlig. 
F: Så det er lidt ligesom at måle i nulpunktet. 
M: Ja. Nu har du ikke brugt den person, der står lidt foran i billedet der. 
F: Den står lidt for langt ude på fortovet, til at man kan regne med at, altså den der står nærmest helt inde ved 
bygningen, den der står tættere på kameraet, så den vil også være større jo. 
 
Igen ser vi, at F har nogle både gode og fornuftige bud på opgaven, og han ser ikke nogen 
grund til at formalisere matematikken. 
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Igen beder MW F om at regne på opgaven. 
 
F: Men Aya siger hvis man hvert år udvinder 1% af den olie der er tilbage slipper olien aldrig op. Hvem har 
ret og hvorfor? Altså de har begge to ret. For hvis man tager 1 million, så slipper det op efter 100 år. Men hvis 
man bliver ved med at tage 1%, så selv om man har 1 dråbe tilbage, så vil man stadig kun tage 1% af dråben 
og blive ved med at tage 1% af 1% af 1%, så det vil blive ved med at blive et mindre tal, men det vil ikke 
slippe op. 
M: Ja. Kan du regne på, altså du kan godt regne ud hvor meget Aya tager det første år. 
F: Øh ja, der tager hun 1mio. 
M: Hvad tager hun så det andet år? 
F: Øh 1 komma… nej, hvad har vi så tilbage, så har vi 99, så må hun jo tage 1,1 eller sådan noget? 
M: Er 1,1er det 1% af 99? 
F: Nej, hvad tager hun så? 900 000 eller sådan noget. 
 
F roder rundt i beregningerne, fordi matematiseringen ikke er på plads, og det er slet ikke 
nogen let sag at finde det rigtige svar. Den narrative forklaring er faktisk mere præcis end F’s 
forsøg på at regne på spørgsmålet. 
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M beder F om at tegne de to pizzaer oven i hinanden, F fastholder stadig, at de koster det 
samme pr diameter, indtil M siger, vi skal betragte arealet. 
Nu går det godt et stykke af vejen: 
 
M: Kan vi regne på det? 
F: Øhm. Vel ved at beregne deres arealer. Hvordan er det den er? Radius i anden gange pi ikke også? 
M: Jo 
F: radius i anden gange… det er faktisk lille r… arealer. Hvis man skal sætte den op i en formel, så vil den 
hedde… Det er vel ikke forskellen mellem deres areal vi skal finde? 
M. Jo det er det faktisk. 
F: Er det det? 
M: Ja, kan man i hvert fald kigge på, der er flere måder at kigge på det på. 
F: Så hvis vi kalder den ene areal 1 og den anden areal 2, så er det areal 1 minus areal 2 lig med hvad kalder 
vi så den, kalder vi den areal 3? 
M: Det kunne vi godt gøre. Hvad svarer areal 3 så til på din tegning? 
F: Det er forskellen mellem dem. 
 
Når der så skal regnes på det, så går det helt galt: 
 
F: Radiussen den er jo så 1,5… i anden. (teknisk samtale) gange 3,14, det giver 7, 065. Det er den ene. Så den 
anden… 2 i anden gange 3,14 lig med 12,56. så siger vi 12,56 minus 7,065 = 5,4 så forskel 5,4 til forskel… 
hvad skal vi så lige bruge det til, så er det vel den der vi får mest ud af (peger på den lille). 
M: Ja, hvorfor det? 
F: For hvis de skulle have været lige store, så skulle den der have været 10. Skulle den ikke? 
M: Nej, den skulle ikke have været 10. Hvor stor er den lille pizza? 
F: Den skulle have været nul. Du får 5 gange så m, nej det gør du ikke. 
M: Hvor stor er den lille pizza? 
F: Den er 30… eller den er jo 7, og den der, den er jo 12, den skulle have være 6 ca. 
M: Nej det skulle den heller ikke. 
F: Jeg ved ikke lige nu hvad jeg står med. 
 
Først da M stiller de rigtige ledende spørgsmål et ad gangen får F styr på opgaven og dens 
løsning. 
 
F har altså udbredte problemer med at besvare en række opgaver korrekt, han benytter 
generelt ikke symboler uden at blive bedt eksplicit om det, og opstilling af formler er ikke en 
enkel sag. MW vurderer at F har problemer med symbol- og formalismekompetencen, om 
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ikke andet, så mangler han i hvert fald træning heri. Retfærdigvis skal nævnes, at F også 
kan sætte fingeren på en række vigtige begreber som renters rente, han kan skalere, og han 
forstår forskellen på aftagende lineær - og aftagende eksponentiel vækst. F tænker 
strukturelt korrekt, og F og MW har altså et lille slagsmål om den didaktiske kontrakt, hvor F 
ikke mener det er nødvendigt at indføre symboler og formler, mens det selvfølgelig er på 
MW’s dagsorden. 
 
Elev N 
N svarer, som F, på alle spørgsmålene. I 8 tilfælde vælger N at svare narrativt, og i 3 tilfælde 
foretager N en beregning uden formel eller videre forklaringer. Det eneste spørgsmål, hvor N 
gør brug af symboler, er spørgsmål 4. 
 
 
 
Vi lægger ud med det klassiske eksempel2, hvor variablene ikke opfattes som værende 
antalsparametre men faktisk enheder, og hvor formlen skrives i samme rækkefølge som i 
teksten. MW beder N om at bruge sin formel til at give et eksempel. 
 
N: okay, der var 6 gange så mange elever som lærere, det var sådan det var. Jamen altså hvis der er, skal jeg 
bare komme med et eksempel på det eller hvad? 
M: Ja 
N: Okay, jamen det betyder egentlige bare at vi kan vende den om og sige at 
6 gange 10 er lig med L (skriver 6 *10=L) , 6 gange 10 det er så 60 (Skriver 60 =L). Dvs. der er 60 
M: Af hvad? 
N: 6 gange så mange elever, så det vil sige der er, nej vent lidt… 
(skriver og siger 60:10=L) 
6=L dvs der er 6 lærere… 
M: Hvad er de 10? 
N: Det er bare …, 6E =L 
M: Det du kommer frem til hvis du bruger din formel, det er du får 60 lærere. Men hvad betyder de 10 du 
satte ind så? 
N: De 10 
M: 10 hvad? 
N: Hvis der var 6 gange… Det passer overhovedet ikke sammen. 
 
N har store problemer med at finde ud af, hvad de forskellige symboler egentlig betyder her. 
MW beder N skrive et regnestykke, der passer til problemet, og efter et stykke tid lykkes det 
                                               
2
 Se Rosnick, 1981. 
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ad den vej at komme frem til den korrekte formel. 
I spørgsmål 5 har N ikke anført nogen beregninger. 
 
 
 
MW beder N om at uddybe sin forklaring og regne på spørgsmålet. N måler personens og 
bygningens højde. 
 
M: ...Jeg er bare interesseret i metoden, ikke? 
N: man får den til at passe på i højden 7-8 gange, så fik jeg den til 7 gange må det så være 
M: Okay, jeg er meget interesseret i hvordan du kommer frem til det der 7-tal. 
N: Men 7-tallet er egentlig bare ved at tage ham manden der, og begynde at stable ham… 
M: okay 
N: Det var egentlig bare for at have et eller andet at støtte mig op af… 
M: Ja okay, men hvorfor målte du den så? (peger på bygningens højde) 
N: Hvorfor jeg målte den, der stod i opgaven hvor høj den forreste bygning var… 
 
Herefter følger en samtale hvor N tilsidst bruger en antagelse om personens højde til at 
beregne bygningens højde til 18 m. N har en fin forståelse af at bruge manden som 
målestok, men det kniber med at forklare, at det er det, han vil, og i første omgang var svaret 
et helt andet, end det N får ud af samtalen med MW. 
 
 
 
Spørgsmål 7 er også et eksempel på, at N regner på spørgsmålene, og at den manglende 
opskrivning med symboler giver ham problemer med at forklare, hvad han har gjort. 
 
N: Ja det, okay det vil sige 3 km/t det vil så i hvert fald tage en time og gøre det fordi, ja, og så er der 
stadigvæk 1 km tilbage, og 3 km/t så er det fordi det er 1 time og 20 min. 
M: Ja 
N: Så kan jeg overhovedet ikke få det til at passe længere heller. Okay, men det giver i hvert fald kun 80 min 
kan jeg sige nu. 
M: Ja, men det er turen op, hun skal jo også ned igen. 
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N: Ja, turen ned det var med en gennemsnitsfart på det dobbelte 6 km/t, så det vil jo så sige at den tur den vil 
tage, ja det igen, det så det halve af 80 min, så det er så 40 min jo. Så der er vi så oppe på 120 min, det vil sige 
2 timer. Har det taget hende med en gennemsnitsfart på, umiddelbart vil jeg sige det, 8 km på 2 timer, det vil 
sige 8 km divideret med 120, nej det passer overhovedet ikke. 
M: Altså du er ikke langt fra. 
N: Nej 
M: Du er næsten i mål. 
N: Det er 8 divideret med 2 fordi så passer det med at det er 4 km/t der er gennemsnitsfarten. 
M: Ja 
N: Jeg har regnet det om til timer. 
M: Ja, så det her er egentlig bare en regnefejl. (peger i opgaven) 
N: Det er fuldstændig forkert. 
M: Arh, det er bare en regnefejl ikke 
N: Jo det kan man vel godt kalde det. 
 
Det er altså ikke selve problemløsningen, der er problematisk, men dokumentationen vha. 
symboler. Det sidste spørgsmål vi vil behandle i diagnosticeringen af N, illustrerer samme 
pointe. 
 
 
 
MW beder N forklare, hvad har har skrevet. Efter nogle forsøg: 
 
N: Det er svært når jeg ikke har skrevet udregninger til. 
M: Du har jo sådan set skrevet udregningerne. 
N: Ja, det er rigtigt nok. 
 
Der hersker en del begrebsforvirring, men efter en længere samtale udredes udregningerne 
og fejlen identificeres. 
 
Både F og N har problemer med symbol- og formalismekompetencen. Men hvor N især 
mangler symbolerne til at undgå småfejl og til dokumentation/forklaring af sine metoder, så 
mangler F primært symbolerne til at stilladsere, hvad problemet går ud på, og til at indse 
hvordan det skal løses, på trods af at F dog i mange tilfælde er kvalitativt god. 
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MG 
På MG lavede JA et gruppeinterview af fire piger fra MG1hma1.3 Da næsten alle elever på 
holdet har meget store vanskeligheder med matematiseringen især, så JA ingen grund til 
udvælge elever særligt på baggrund af det. De fire piger M (elev 21), A (elev 22), E (elev 23) 
og K (elev 24) blev udvalgt på deres tilsyneladende gode motivation for at arbejde med 
faget, og fordi de synes at være en sammentømret gruppe, som ville turde svare på 
spørgsmål om deres besvarelse af detektionstesten, selvom de andre lyttede med.  
Diagnosticeringsinterviewet var med elevernes besvarelse af detektionstesten som 
omdrejningspunkt og med fokus på matematiseringsdelprocessen i besvarelserne. På 
baggrund heraf kan uddrages tre problemstillinger/snublesten. 
● Elever føler ikke behov for at oversætte naturligt sprog til symbolholdigt matematisk 
sprog, når opgaven kan besvares uden. 
● Når opgaven ikke kan besvares uden denne oversættelse, giver eleverne op eller 
gætter på et svar. 
● Eleverne kender for lidt til den ekstra-matematiske verden, som nogle opgaver 
omhandler. 
Dette vil vi i det følgende prøve at uddybe og eksemplificere. 
 
Ingen behov for oversættelse 
Nogle af opgaverne kræver ikke disciplineret udtømmende nedskrevet matematisering og 
problemløsning for at kunne besvare opgaven. Det vil kunne klares “i hovedet”. Et eksempel 
på dette støder vi på i opgave 2 i detektionstesten. Her ses både spørgsmålet og M’s 
besvarelse af denne. 
 
 
 
De tre andre pigers besvarelse af dette spørgsmål er sammenlignelig med M’s besvarelse, 
som i øvrigt flere andre elevers besvarelser. Der var dog forskelle i det nedskrevne. For at 
kunne svare på spørgsmålet på denne måde forudsætter det, at eleven har et godt 
kendskab til det ekstra-matematiske og at især problemløsningen kan klares i hovedet. JA 
                                               
3
 En transkribering af interviewet kan findes her: 
https://drive.google.com/file/d/0B84bMwTGxEJ7VHBqbEVwQUhvcFk/view?usp=sharing  
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spurgte ind til dette under diagnosticeringsinterviewet, og en sekvens af dette ses på figuren 
herunder. 
 
 
Som det fremgår af sekvensen, synes ingen af eleverne at have skænket oversættelse til 
symbolholdigt matematisk sprog og opstillelse af formel en tanke. Lidt ledende får JA M til at 
svare nej på spørgsmålet om nødvendigheden af at indføre symboler.  
 
Matematisering for svær 
Når problemløsningen bliver svær nok viser diagnosticeringsinterviewet, at eleverne enten 
undlader at svare eller tror, de svarer rigtigt. I figuren herunder ses spørgsmål 4 og A’s 
besvarelse heraf. 
 
 
 
I spørgsmålet er noget af matematiseringen klaret. De uafhængige og afhængige variable er 
indført, så der er tilbage at opstille en matematisk formel, der beskriver sammenhængen. 
Her er A tvunget ud i en situation, hvor der ikke skal problemløses, men blot matematiseres 
færdigt. Responsen er, at A ikke kan huske, hvordan man laver en formel. Dette spurgte JA 
ind til under diagnosticeringsinterviewet. Sekvensen ses i figuren herunder. 
Rapport 3, side 23 
 
 
 
Det fremgår, at A gerne vil regne noget ud, men hun ved ikke hvilken formel, man skal 
bruge. K istemmer med at sige, at hun ikke lige ved, hvor man skal sætte tallene ind, og 
derefter spørger hun, om det bare skal være et regnestykke. Spørgsmålet synes at bryde 
den didaktiske kontrakt (Brousseau, 1997) for disse to piger. Spørgsmålet bryder ikke M’s 
didaktiske kontrakt. Hun laver følgende besvarelse af spørgsmålet. 
 
 
 
JA formår ikke på fornuftig vis at få ud af M, hvad hun har tænkt, da hun skrev svaret. Heller 
ej lykkedes det at få M (eller de andre) til at finde fejlen. Her skulle spørgeteknikken og 
spørgsmålene have været overvejet grundigere forud for interviewet. Man kan naturligvis 
gisne, at det skyldes den velkendte problemstilling, som Rosnick (Rosnick, 1981) beskriver. 
Nemlig at L og E ikke forstås som antal men blot som forkortelse for henholdsvis lærere og 
elever. 
 Et sidste eksempel er et eksempel på, at man kan forledes til at tro, at man laver 
problemløsningen korrekt, på trods af at matematiseringen ikke er foretaget. Herunder ses 
E’s besvarelse af spørgsmål 7. 
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E tager et simpelt gennemsnit af farten på vej op af bakken og farten på vej ned af bakke. 
Dette er naturligvis forkert, da tiden det tager at gå op, ikke er den samme, som tiden det 
tager at gå ned. Et lignende eksempel ses i mere end halvdelen af elevernes besvarelse af 
spørgsmål 3 (se bilag 1), hvor der svares, at det er ligegyldigt, om man vælger Tæsk eller 
Bank. 
 
Dårligt kendskab til ekstra-matematisk verden 
Denne problemstilling er blot taget med for kuriositetens skyld og vil ikke blive behandlet 
nærmere i nærværende rapport. JA undrer sig over de to situationer, der giver anledning til 
denne problemstilling, som fremkom under interviewet. De to situationer skal dog ikke andet 
end blot nævnes her. 
 Den situation, der ligger mest på kanten til at være en problemstilling på kanten 
mellem den ekstra-matematiske og den matematiske verden, opstod under snakken om 
spørgsmål 8 (se bilag 1). K er den eneste som ikke har svaret på opgaven, og de andre tre 
svarer, at man hverken får mere eller mindre pizza for pengene ved at vælge den store 
pizza. De er af opfattelsen at prisen er 10 kr. for hver 10 cm pizzaen er i diameter. K vælger i 
starten af denne sekvens at istemme de tre andre pigers svar. 
 
 
 
Man skulle jo synes, at pizza, som et objekt i den ekstra-matematiske verden, lå inden for 
pigernes (og mange andre elevers) bevidsthed. Det gør det naturligvis også. Hvad der 
tilsyneladende ikke ligger i deres bevidsthed er at sammenligningsgrundlaget bør være pris 
pr. areal, og desuden at dette areal ikke blot stiger proportionalt med diameteren.  
 Den anden situation opstår under sekvensen om spørgsmål 11 (se bilag). Alle piger 
svarer, at terningens vægt bliver fordoblet, når kantlængden bliver fordoblet. Med noget 
hjælp fra JA kommer pigerne frem til, at rumfanget bliver otte gange større, når kantlængden 
bliver fordoblet. Der spørges dog ikke efter rumfang men efter vægt. 
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På trods af at vi netop har etableret, at rumfanget bliver otte gange større, mener E ikke at 
vægten bliver otte gange større, da terningen er lavet af træ! 
Intervention 
Formålet med interventionen er at give et hold elever et indblik i selve 
modelleringsprocessen og give enkelte elever særlig støtte i indføring og brug af symboler i 
matematiseringen. Bemærk altså at der er to dagsordner i interventionen. At give et hold 
elever indblik i modelleringsprocessen er afspejlet i interventionsplanen, som bliver 
beskrevet herefter. At give enkeltelever særlig støtte til matematisering fremgår ikke 
umiddelbart af interventionsplanen, men skulle gives de udvalgte elever undervejs i 
interventionen, som behovet opstod. 
Interventionsdesign 
Vi lod interventionen køre over 4 moduler af 90-95 minutters varighed. Planen for de fire 
moduler ses i tabellen herunder. 
 
Modul Indhold 
1. Modul Introduktion til den matematiske modelleringsproces eksemplificeret ved 
taxa-turen. Derefter en hurtig modelleringsopgave. 
2. Modul 1. egentlige modelleringsopgave. 
3. Modul 2. egentlige modelleringsopgave. 
4. Modul Interventionstest 
 
Overordnet ønskede vi, at eleverne skulle træne modelleringskompetencen med lavt teknisk 
niveau, høj dækningsgrad og en lav aktionsradius. Et lavt teknisk niveau for at undgå teknisk 
svære delprocesser. En høj dækningsgrad i og med, at vi gerne ville bibringe eleverne hele 
modelleringsprocessen. Dog ser vi bort fra modelleringskompetencens andet ben, nemlig 
det der drejer sig om analyse af foreliggende modeller. Aktionsradius må nødvendigvis 
forblive lav, da der her kun er tale om et kort forløb. 
I det første modul syntes vi, at det var på sin plads at gøre eleverne mere bevidste 
om den proces, som man skal gennemgå for at udøve matematisk modellering. Men vi 
ønskede at gøre dette elevvenligt. Vi fremstillede derfor følgende oversættelse af 
modelleringscyklusfiguren.  
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For didaktikeren bør det være muligt at genkende de enkelte skridt, så vi vil blot nøjes med 
at beskrive tankerne bag layoutet. Med farverne var det forhåbningen, at eleverne ville 
skelne mellem de forskellige virkeligheder og modelleringens processer og produkter. 
Således illustreres den ekstra-matematiske virkelighed med blåt. For eleverne nævntes den 
ekstra-matematiske virkelighed, som den “virkelige verden” omend vi ved, at det kan skabe 
problemer, da den ekstra-matematiske virkelighed ikke altid er lig med en virkelig verden for 
vores elever. Med den grønne farve illustreres den matematiske virkelighed, altså den del af 
modelleringen som foregår i det matematiske domæne. Vi mener, at eleverne kan bringes til 
at forstå forskellen mellem de to virkeligheder, og at farverne kan være med til at tydeliggøre 
denne forskel. Som en sidebemærkning kan nævnes, at den grønne farve er valgt til den 
matematiske virkelighed, da denne forbindes med noget naturligt, blødt og rart. En lille finte 
som vi ikke forventede, at eleverne fangede. Delprocesserne er illustreret dels med pile og 
dels med en rød farve. Vi ville ikke lægge et stort fokus på, at man kan gå tilbage i 
modelleringsprocessen. Så på trods af at det blev nævnt og vist med pile i begge retninger, 
har vi valgt at fokusere på den udgave, hvor pilene kun går med urets retning. Denne 
elevvenlige modelleringscyklus blev gennemgået med eleverne efterfulgt og eksemplificeret 
af Taxa-turen (eksemplet fra Niss’s slides fra introduktionen til 3. semester). Hvorefter de til 
sidst i dette modul skulle arbejde med problemet “Hvor meget kan Anna tjene?”. Der går en 
lille historie forud om, at Anna vil købe nedfaldsæbler af naboerne på villavejen, lave most af 
dem og sælge den. Slides til første modul ses i bilag 3. 
 I andet og tredje modul skulle eleverne arbejde med to modelleringsopgaver. Som 
modelleringsopgaver valgte vi at konstruere nogle problemer, som skulle opfylde så mange 
som muligt af de seks principper for en Model Eliciting Activity4 (Lesh et. al., 2000). De seks 
principper i meget forkortet version er: 
 
 
  
                                               
4
 Herefter benævnt en MEA. 
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Modelkonstruktionsprincippet. 
En MEA bør have som mål at frembringe en (matematisk) model, som kan være udviklingen 
af en eksplicit konstruktion, beskrivelse, forklaring eller begrundet forudsigelse. 
 
Virkelighedsprincippet. 
Eleverne bør kunne se problemet, som et problem de vil kunne støde på uden for skolen. 
 
Selvvurderingsprincippet. 
MEA’en bør stilles på en måde, så eleverne på egen hånd er i stand til at vurdere, hvorvidt 
deres løsning på problemet er brugbar. 
 
Dokumentationsprincippet. 
For at opfylde dette princip skal MEA’en udformes, så eleverne afkræves dokumentation for 
deres tankevirksomhed i alle delprocesser. 
 
Delbarheds- og genbrugsprincippet. 
Løsningen til problemet bør kunne bruges af andre og finde genanvendelse indenfor andre 
områder af den ekstra-matematiske virkelighed. 
 
Prototypesuccesprincippet. 
Dette princip læner sig meget op af delbarheds- og genbrugsprincippet, men handler om, at 
løsningen til et problem bør kunne huskes længe efter problemet er løst.  
 
Vi valgte at køre forskellige MEA’er på henholdsvis MfG og MG, da de to involverede hold er 
på forskelligt niveau og for at imødekomme ønsket om et lavt teknisk niveau. De fire MEA’er 
ses i bilag 4. 
 For at støtte eleverne i processen lavede vi nogle skabeloner, som kunne printes på 
A3 for samtidig at fungere som plancher til udstilling. Billeder af plancherne ses herunder. 
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Denne planche skulle bruges til produkterne af delprocesserne. 
 
 
 
Denne planche skulle bruges til beskrivelse og dokumentation af delprocesserne. 
 
Det skulle senere vise sig at valget af Model Eliciting Activities ikke var så heldigt i 
forbindelse med vores problemformulering og ønsket om at træne alle delkompetencerne i 
modelleringscyklen - men mere om det senere. 
 
MfG 
Modelleringsopgaverne “Fodboldproblemet” og “Flisebelægning” blev afviklet i 2. og 3. 
modul af interventionen på MfG. Opgaverne kan ses i deres helhed i bilag 4, men her 
beskrives de kort. I fodboldproblemet skal eleverne undersøge om en træner traf en god 
beslutning ved at lade en given spiller skyde et straffespark. Problemet er stærkt inspireret af 
“The Softball Problem” i Appendiks B i Lesh et. al., 2000. Da softball ikke er så kendt i 
Danmark, har vi forsøgt at oversætte opgaven til fodbold. Flisebelægningen er en (fiktiv) 
konkurrence udskrevet af en fliseproducent. Eleverne skal designe fire fliser, dokumentere 
de overholder bestemte arealkrav og deltage i konkurrencen. 
 
Princip Fodboldproblemet Flisebelægning 
Modelkonstruktion Modellen ligger i at beregne 
et “vinkelvindue” en fodbold 
skal sparkes i og finde 
simple gennemsnit af 
foreliggende data. 
Modellen ligger i at dele 
fliserne op i firkanter og 
trekanter og beregne deres 
arealer. Ved mere 
komplicerede figurer bør 
vinklerne også beregnes, så 
man kan vise, de udfylder 
fladen. 
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Virkelighed Fodbold er en meget 
almindelig sport i Danmark, 
og en del elever kender 
situationer i fodbold, hvor 
der er uenighed om 
trænerens kompetencer. 
Mange firmaer udskriver 
konkurrencer i forbindelse 
med udvikling af nye 
produkter. 
Selvvurdering Eleverne skal forsvare 
træneren i et læserbrev, så 
hvis ikke argumenterne er 
på plads, kan de let se det i 
læserbrevet. 
Kravene i opgaven er meget 
specifikke, så her kan 
eleverne let kontrollere om 
de overholder dem. 
Dokumentation Dokumentationen skal her 
foreligge i form af et 
velargumenteret læserbrev. 
Dokumentationen er 
elevernes produkt og 
præsentation af dette for 
flisefirmaet. 
Delbarhed og genbrug Beregning af optimale 
vinkler kan let overføres til 
andre sportsgrene. 
Opdeling af polygoner i 
firkanter og trekanter for at 
beregne arealer er 
anvendeligt i mange 
sammenhænge. 
Prototype Beregning af vinkler er i sig 
selv en prototype. 
Areal- og vinkelberegninger 
er i sig selv en prototype. 
 
MG 
På MG blev de to modelleringsopgaver “Niveaudeling i matematik eller ej?” og “DBU’s 
rangliste” kørt i henholdsvis 2. og 3. modul. Som før nævnt kan opgaverne ses i bilag 4, men 
her vil de blive beskrevet ganske kort. Niveaudelingsopgaven er en deskriptiv 
modelleringsopgave, hvor eleverne bliver bedt om at analysere de foregående to års 
karakterer på HF i matematik på MG, og komme med deres vurdering af om niveaudelingen, 
som har kørt ét år, skal fortsætte eller ej. DBU’s ranglisteopgave handler om at komme med 
et bud på en model til at rangordne de bedste danske klubhold, når der tages hensyn til 
kampe fra superligaen og pokalturneringen i mindst to sæsoner. I følgende tabel beskrives, 
hvorvidt de to opgaver opfylder de seks principper. 
 
Princip Niveaudeling i matematik eller ej DBU’s rangliste 
Modelkonstruktion Modelkonstruktionen ligger i at 
vælge, hvorvidt det skal være 
gennemsnit, boksplot eller noget 
tredje, der skal danne grundlag 
for den endelige konklusion. 
Modelkonstruktionen ligger i at 
bygge en formel til beregning af 
et antal ranglistepoint principielt 
for hvert af holdene under DBU 
på baggrund af kampresultater 
fra seneste to sæsoner. 
Virkelighed Eleverne sidder midt i denne 
virkelighed. De befinder sig på et 
af to niveaudelte hold på MG. De 
i opgaven angivne karakterer er 
de faktiske karakterer. 
En del elever (mest drengene) 
går op i fodbold, hvorfor dette vil 
være en nær virkelighed for 
disse. En anden og ofte 
overlappende del spiller på 
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kampene (hos en bookmaker) og 
vil kunne udnytte at have et 
værktøj til at sammenligne 
styrkeforholdet mellem to hold. 
Selvvurdering På baggrund af deres model 
kommer de til en konklusion, og 
denne kan de vælge at 
selvvurdere ved at sammenligne 
med andres konklusioner og evt. 
egne subjektive holdninger. 
Med deres forhåndsviden om 
fodbold vil eleverne være i stand 
til at vurdere, hvorvidt deres 
model kan bruges.  
Dokumentation Det ligger i opgaven at 
dokumentation for deres 
konklusion skal forelægges 
ledelsen på MG (den del er den 
eneste fiktive del i opgaven). 
Det er forsøgt i opgaven at 
aftvinge eleverne dokumentation 
af deres model og løsning, 
således at DBU vil kunne forstå 
og tage modellen i brug. 
Delbarhed og 
genbrug 
Principielt kan model og 
konklusion deles med andre 
(f.eks. eleverne på det andet hold 
af de to niveaudelte hold). 
Genbrug vil kunne finde sted i 
engelsk, da der også der laves 
niveaudeling og om ikke andet så 
i hvert fald til den skriftlige 
eksamen, hvor de støder på 
opgaver, der eksplicit beder om 
samme type løsninger. 
Opgaven lægger op til at model 
og løsning kan deles og 
genbruges af andre og evt. i 
andre sportsgrene. 
Prototype Beskrivende statistik er i sig selv 
en prototype. 
Opgaven lægger op til at udvikle 
en model, som vil kunne bruges 
af samme elever i andre 
sammenhænge senere. 
 
Forløbene afsluttedes med en interventionstest. Igen har vi valgt at lave en test, hvor 
spørgsmålene i høj grad er sammenlignelige med detektionstesten. Spørgsmålene ses i 
bilag 5. Det største fokus er dog på matematiseringen, hvilket også spørgsmålene bærer 
præg af, da der er overvægt af spørgsmål, hvor matematiseringen er særligt i fokus. 
 
Afvikling af interventionen 
MfG 
På MfG tog eleverne godt i mod præsentationen af modelleringscyklen og den indledende 
øvelse om Annas æblemost. MW havde inddelt eleverne i grupper á tre og sørget for at elev 
F og N var i samme gruppe, så det ville være muligt at snakke ekstra med dem, når de var 
klar til matematiseringen. Der var mange kreative løsninger på opgaven, og det lykkedes for 
MW at hjælpe F og N på vej med symbolerne. De havde en del flere parametre i spil end 
MW synes var nødvendigt, og derfor var deres opgave selvfølgelig lidt vanskeligere at holde 
styr på. Det var i øvrigt et generelt træk i klassen. Her følger nogle eksempler på hvordan 
eleverne udfyldte plancherne. 
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Gruppen her består ikke af de fagligt stærkeste elever, og de har pudsigt nok ingen udgifter 
med. De har heller ingen antagelser om at fx æblerne er gratis. 
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En anden gruppe af dygtigere elever har både antagelser om Annas alder (må hun betjene 
en frugtpresser!), og beregning af hvad det ville koste at lave mosten på et mosteri. 
 
 
Opgaven kan altså med stor selvstændighed løses på flere niveauer. 
 
Fodboldproblemet og flisebelægningen vakte knap så stor begejstring, da opgaverne var 
noget vanskeligere at få hul på. Nogle grupper var så frustrerede, at de blot sad og kiggede 
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på opgaven i 60 minutter, inden MW opdagede, at de ikke var kommet i gang. Behovet for 
hjælp i hele klassen var så stort, at MW faktisk ikke nåede at give den særlige støtte i 
indføring af symboler til den udvalgt fokusgruppe. Et andet problem opstod, da eleverne ikke 
kunne validere opgaverne, og her ses problemet med valget af MEA’er. Da MEA’er ofte er 
præskriptive modeller, så er de ikke velegnede til validering. I det følgende eksempel på en 
elevbesvarelse ses også, at netop felterne knyttet til valideringen står tomme. 
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Herunder ses at eleverne heldigvis heller ikke har følt sig bundet af kasserne, og mange 
elever valgte (helt legalt) ikke at bruge modelleringsarkene i fodboldproblemet og 
flisebelægningen. 
 
 
Til den kreative proces i flisebelægningsopgaven fik eleverne udleveret kvadratisk og 
isometrisk prikpapir. Desværre brugte eleverne mere tid på konstruktion af fliser, end på 
matematisering og beregninger. Der man nok med fordel ændre på kravene i denne opgave. 
Her ses et af de bedste eksempler på en løsning. 
 
 
 
En del uger efter forløbet har MW evalueret opgaverne med eleverne, og det hjalp på 
elevernes frustration, at de kunne få lov til at stille forslag til forbedring af opgaverne. 
Frustrationen i klassen var dog ikke entydig, da nogle elever havde været glade for de 
anderledes opgaver. Det var således til stor glæde for MW, da en enkelt elev udtrykte 
tilfredshed med at se anvendeligheden af matematikken. 
 
MG 
Jævnfør beskrivelsen af interventionsforløbet gennemgik JA slidesene med forklaringer og 
eksemplificering af modelleringscyklens delprocesser. Enkelte elever var gode til at stille 
spørgsmål undervejs. To ting gjorde sig gældende for den efterfølgende modelleringsøvelse 
om Annas æblemost. Dels var der ikke nok tid til at komme helt igennem, dels gav JA 
tilsyneladende eleverne den overbevisning, at matematisering handler om konkretisering af 
de indgående størrelser i modellen snarere end indførslen af de indgående størrelser. 
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Nedenstående plancher er fra gruppen med de omtalte fire piger. De andre gruppers 
plancher adskiller sig kun i ringe grad fra disse. 
 
 
Umiddelbart fremgår det ikke af denne planche, at pigerne konkretiserer i matematiseringen. 
Dette skyldes udelukkende, at JA hjalp pigerne med at indføre symboler og at strukturere 
processen i øvrigt. Pigerne nåede ikke igennem kontrol og diskussions delprocessen, og i 
øvrigt heller ikke at overføre resultaterne af de enkelte delprocesser til næste planche. 
Kigger man nærmere på indholdet, ser man også, at pigerne kun får opstillet, hvad man 
kunne kalde for en udgiftsformel. Indtægten ved salget af æblemosten fremgår ikke af 
matematiseringen. Den kommer til gengæld i problemløsningen. Så pigerne er da klar over, 
at det skal med. Det er dog ikke matematiseret, men nærmere konkretiseret. I 
problemløsningen ser man også, at pigerne ikke bruger den opstillede udgiftsformel, men 
deler beregningen op i en delproces, som de ganske sikkert har i hovedet. 
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Eleverne modtog de to MEA’er (Niveaudeling i matematik og DBU’s rangliste) meget 
blandet. Det mest nedslående var dog, at der kun var en enkelt gruppe, som kom i tanke om 
at bruge noget beskrivende statistik til at forsøge at besvare niveaudelingsproblemet. Det på 
trods af, at beskrivende statistik netop var gennemgået i klassen inden dette 
interventionsforløb. De fleste grupper blev dog ledt i retning af enten et gennemsnit eller 
boksplot, som beslutningsgrundlag for niveaudelingen. Bedre var det for DBU’s 
ranglisteproblem. Her kunne flere grupper finde ud af at indføre enten målscore eller point 
eller begge dele i opstillingen af en formel til at beregne ranglistepoint for et givent hold. En 
enkelt gruppe valgte at basere ranglistepointene udelukkende på summen af antal tilskuere 
til kampene og antal røde og gule kort. Det gav dog en god diskussion om, hvor meget de 
enkelte størrelser bidrager til en sum.  
 
Resultater 
Vi vil kun kigge på resultaterne af matematiseringen, da det er her, vores fokus er i 
problemformuleringen. Da interventionstesten i øvrigt ikke indeholder mange spørgsmål i de 
andre kategorier, er en sammenligning ikke hensigtsmæssig. 
I detektionstesten var det muligt at opnå 18 point i matematiseringen ifølge vores 
pointgivning, og i interventionstesten kunne man opnå 14 point i matematiseringen, så for 
sammenlignelighedens skyld er sammenligningerne herunder i procent. 
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MfG 
Gruppen af elever der har besvaret detektionstesten og interventionstesten er ikke helt 
identisk for MfG1yMA. Elev 5, 8 og 13 har således ikke taget interventionstesten, de er dog 
medtaget i det følgende, for at elevnumrene stemmer overens med tidligere. Fire elever tog 
ikke detektionstesten, og de er derfor udeladt i det følgende. 
 
 
 
Umiddelbart ser det jo ud godt ud. Følgende diagram illustrerer forbedringen i procentpoint. 
 
 
 
 
Her ses det tydeligt, at 1y har forbedret sig generelt. 
Elev 1 og elev 12 er fokuseleverne, så deres flotte forbedringer kunne tyde på, at 
interventionen har haft en effekt. Dette vil blive uddybet i diskussionsafsnittet herunder. Af 
andre elever med fine forbedringer (over 20 procentpoint) kan nævnes elev 3, 4, 18, 20 og 
25. En sammenligning med diagrammet ovenfor viser, at disse fine forbedringer ikke skyldes 
lave udgangspunkter.  
Desværre ses også en forværring hos elev 7, 15, 23, 24 og 26. En sammenligning med 
diagrammet ovenover viser, at det heldigvis er små forværringer for elev 7, 24 og 26. For 
elev 23 er der tale om statistisk usikkerhed, da eleven får meget få point i begge tests. Elev 
15 er mere bekymrende. Kigger man denne elevs besvarelser igennem, ser det ud som om 
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han bevidst fravælger at regne i interventionstesten, og han gætter bare på nogle 
sammenhænge ud fra sin intuition. Der ligger en opgave i at lære ham en bedre vej. 
MG  
For at vurdere forskellen i andelen af rigtige i matematisering ses et søjlediagram over 
detektionstesten og interventionstesten herunder. 
 
 
 
Forskellen i procentpoint, som tydeliggør forskellen mellem de to tests, ses i 
søjlediagrammet herunder.  
 
 
 
Desværre er de fire elever, som JA har haft fokus på i matematiseringen elev 21 - 24. Der er 
altså ikke meget positivt at berette om fra MG i dette interventionsforløb. Mulige forklaringer 
på dette kan læses i diskussionsafsnittet. Det er i øvrigt bemærkelsesværdigt, at de fire 
elever rammer den eksakt samme tilbagegang. 
 For at få elevernes vurdering af dels hvorvidt de har fået noget ud af 
interventionsforløbet, og dels hvorvidt de seks MEA principper er opfyldt, lod JA eleverne 
svare på et spørgeskema derom. Resultatet af spørgeskemaet kan ses her: kortlink.dk/f9z2. 
Her vil vi blot trække nogle enkelte uddrag frem. En afdeling af spørgeskemaet gik på, 
hvorvidt eleverne er i stand til at forklare de enkelte delprocesser. Her vises resultatet for 
matematisering, da det er denne delproces, vi særligt har under lup. 
 
Rapport 3, side 39 
 
  
 
Svarene til de resterende delprocesser ligner til forveksling dette. Det ses, at eleverne i høj 
grad ikke føler sig i stand til at forklare matematiseringen og fremdeles heller ikke de andre 
delprocesser. I næste del af spørgeskemaet skulle eleverne forklare, hvad de forstår ved de 
enkelte delprocesser. Læser man elevernes svar, viser det sig også, at der er en 
sammenhæng mellem, at de ikke føler sig i stand til at forklare det, og at de rent faktisk ikke 
er i stand til at forklare det. Bedst er de til at forklare problemløsning, men det kommer ikke 
bag på os, da meget af deres tid i matematik i øvrigt går med problemløsning. Sidste del af 
spørgeskemaet går på at undersøge, hvorvidt eleverne mener, at de tre 
modelleringsopgaver opfylder de seks MEA principper. Her vil vi uddrage elevernes respons 
på modelkonstruktionsprincippet for de tre modelleringsopgaver.  
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Omend det kan være svært at få øje på, kan man vælge at se, at der er en smule større 
grad af opfyldelse af modelkonstruktionsprincippet i de to sidste forløb. Sidste afdeling af 
spørgeskemaet går på, om eleverne kan tage noget med sig fra forløbet. Der er blandt andre 
følgende spørgsmål. 
 
 
Som desværre heller ikke er så positivt, som man kunne ønske sig. Dog kan man tolke det 
derhen, at cirka halvdelen ikke vil afvise, at de kan komme til at bruge det. Og det er da 
stadigvæk noget. 
Diskussion 
Den virkelighed vi som matematikvejledere møder på skolerne er ikke altid den ideelle, og 
der er tidsmæssige og økonomiske hensyn, der skal tages, derfor har vi i dette forløb 
eksperimenteret med formen på diagnosticeringen. JA har således afprøvet et 
gruppeinterview af fire elever. Det er vores vurdering, at der skal være særlige 
omstændigheder opfyldt, for at det kan lade sig gøre. Eleverne bør kende og være trygge 
ved hinanden, og hvis deres svagheder skal frem, bør de også være på nogenlunde samme 
niveau. De individuelle diagnosticeringsinterviews som MW gennemførte er tidskrævende, 
men man kan spørge langt ind til elevens forståelse.  
Valget af MEA’er har ikke været entydigt godt. Da MEA’er som oftest er præskriptive, så 
egner de sig ikke godt til validering, og således ikke til træning af alle modelleringscyklens 
faser som vi ønskede.  
 
MfG 
I MfG1yMA så vi en klar forbedring på klasseniveau. Godt halvdelen af eleverne løftede 
deres matematisering med 10 procentpoint eller mere, så bevidstgørelse om modellering og 
træning havde en positiv effekt. 
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Vender vi blikket mod fokuseleverne F og N (hhv. elev 1 og 12), så ser vi superflotte 
forbedringer, men om forbedringerne skyldes ekstra hjælp til matematisering i 
interventionsforløbet er mere tvivlsomt. Det viste sig at være svært at give én gruppe ekstra 
hjælp, da alle grupper havde et stort behov for at blive hjulpet i gang, og da overvågning ikke 
var befordrende for fokusgruppens selvstændige arbejdsproces. Den tredje elev i gruppen 
(elev 2) har heller ikke så markant en fremgang som de øvrige. Det er muligt, at årsagen til F 
og N’s forbedringer skal søges i selve diagnosticeringen, hvor MW nok er kommet til at 
intervenere. Som eksempel kan vi se på nogle af F’s besvarelser i interventionstesten. I 
diagnosticeringen blev F introduceret for tricket med at tegne den lille figur inde i den store 
ved sammenligninger, og han benytter det i både spørgsmål 1 og spørgsmål 7. 
 
 
 
 
og 
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I opgave 4 må forbedringen dog stamme fra interventionsforløbet, og vi konstaterer med 
glæde anvendelse af symboler. 
 
 
 
Elev N løser spørgsmål 4 helt i symboler. 
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Også spørgsmål 5 er rigtig godt på vej. 
 
 
 
I spørgsmål 7 er der en klar forbedring i opdelingen af løsningen og enhederne. Svaret og 
metoden er langt mere gennemskuelig end i hans tidligere arbejde. 
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Endelig vokser træerne ikke ind i himlen, og der er brug for en stadig indsats i forbindelse 
med dokumentation af besvarelser: 
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MG 
Det lykkedes ikke JA at få det til at stå tydeligt frem i diagnosticeringsinterviewet, hvorvidt 
pigernes problemer med matematiseringsdelprocessen skyldes problemer med symbol- og 
formalismekompetencen. JA vurderer, at det hænger sammen med de to første 
problemstillinger, som nævnes under diagnosticering på MG, nemlig at nogle problemer kan 
løses uden en egentlig matematisering, og at pigerne ikke forsøgte/ikke kunne, hvis 
problemet krævede matematisering. En løsning på dette kunne være, at køre et decideret 
matematiseringsforløb med tilhørende diagnosticering. Evt. vil der kunne anvendes et 
modelleringssnublestensskema som beskrevet af Galbraith og Stillman (Galbraith & 
Stillmann, 2006).  
 De nedslående resultater af interventionen på MG kan skyldes mange ting. Her vil vi 
slå ned på nogle af de måske mest fremtrædende problemstillinger. Undervejs i 
introduktionen til matematisk modellering i opgaven med Annas æblemost lod JA eleverne få 
den opfattelse, at matematisering handler om at konkretisere den ekstra-matematiske 
virkelighed. På den måde fik eleverne indtryk af, at det blot handlede om at konkretisere 
mængden af æbler, prisen for æbler, mængden af most og prisen for most, og derefter 
beregne fortjenesten. Der var altså ikke brug for en egentlig matematisering. Dette gik først 
op for JA, da han efter timerne granskede elevernes modelleringsprocesser. Et alvorligt 
knæk for hele forløbet, som i høj grad handlede om, at få eleverne til at indse vigtigheden af 
matematisering. Dette bakkes op af spørgeskemaundersøgelsen, hvortil spørgsmålet om 
forklaring af hvad eleverne forstår ved matematisering, nogle elever svarede følgende. 
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JA forsøgte at rette op på det i de to efterfølgende modelleringsopgaver. Tilsyneladende 
uden stort held. Derudover kan man slå ned på det faktum, at interventionstesten blev holdt i 
elevernes sidste modul en fredag, hvor julebryggen kom på gaden. Det var måske naivt at 
tro, at eleverne ville tage en test ret seriøst på denne dag. Der var da også store 
vanskeligheder med at få eleverne til at forholde sig i ro under testen endsige svare på 
evalueringsskemaet. Kun 18 ud af de 26 tilstedeværende fik svaret på det.  
Konklusion 
Vi har i nærværende rapport forsøgt at finde svar på, hvorvidt elevers manglende evne til 
særligt matematiseringsdelprocessen skyldes problemer med symbol- og 
formalismekompetencen. For både elev F og N på MfG1yMA viser diagnosticeringen 
tydeligt, at der var problemer med symbol- og formalismekompetencen. Diagnosticeringen af 
de to elever viser også, at problemerne havde potentiale til ikke at være for store, da især 
elev F viste tegn på at kunne rette egne fejl med lidt vejledning af MW. For de fire elever på 
MG1hma1 fremgik det langt fra i samme grad, hvorvidt problemer med matematisering 
skyldtes symbol- og formalismekompetencen.  
 I forsøget på, at afhælpe elevernes problemer med matematiseringen, forsøgte vi 
derfor med et interventionsforløb, hvor hele modelleringsprocessen blev gennemgået og 
trænet igennem nogle modelleringsopgaver, som overholder de seks principper for gode 
MEA-opgaver. Dette samtidig med fokus på at støtte fokuselevernes arbejde med 
matematiseringen, ved at vejlede dem med symbol- og formalismekompetencen. 
Afslutningvis lavede vi en interventionstest med syv spørgsmål, som i høj grad minder om 
detektionstestens spørgsmål for at lette sammenligningen og vurdere, hvorvidt 
interventionsforløbet har hjulpet.  
 Resultatet for matematiseringsdelprocessen er meget blandet på de to hold. På 
MfG1yMA kunne man se en tydelig fremgang for langt de fleste elever. På MG1hma1 kunne 
man se en tilbagegang for flere elever end elever med fremgang.  
 På baggrund af dette forløb, vil vi fastholde, at elevers problemer med 
matematisering (blandt andet) skyldes problemer med symbol- og formalismekompetencen. 
På MfG1yMA og lignende hold skal der ikke meget arbejde med symbol- og 
formalismekompetencen til for at se forbedringer. På MG1hma1 og lignende hold skal der et 
større og mere struktureret arbejde med symbol- og formalismekompetencen til for at kunne 
se forbedringer.  
 
Perspektivering 
Med denne opgave er det ikke slut med modellering for vores vedkommende. For nogle 
elever har det været kærkomment at arbejde med noget, hvor anvendeligheden af 
matematik har været så synligt. Dette taler for altid at lave virkelighedsnære 
modelleringsopgaver, og hvis det afviges, at man så har et andet godt sigte med det. Næste 
projekt kunne være at begynde 1.g eller 1.hf med en række modelleringsopgaver, hvor man 
Rapport 3, side 47 
 
samtidig med at få basale færdigheder på plads, også kunne trænes i 
modelleringskompentecer. Med basale færdigheder tænker vi her på skalering, areal, 
rumfang, overfladeareal og opstilling af simple ligninger. Vi kan egentlig godt lide ideen med 
at træne hele modelleringscyklen med holistiske opgaver, men den kognitive frustration, det 
udløser hos nogle elever, tyder på, at det nok vil være formålstjeneligt også at træne 
delprocesserne. Maaß (Maaß, 2006) griber modellering i klasserummet an ved at skifte 
mellem faser med gruppearbejde, klassediskussion og individuelt arbejde, også det, tror vi, 
vil opkvalificere læringen, da grupperne vil få større indsigt i hinandens arbejder. Den 
kognitive frustration, vi var vidner til i interventionen, vil også kunne imødegås at en 
progression i opgavernes sværhedsgrad, som vi fx har set i Fodboldbane-opgaverne i 
gruppe 1’s tredje rapport. Generelt er vi meget inspireret af de mange opgaver i vores 
medstuderendes rapporter, og her vil vi helt sikkert gå på jagt efter mere godt materiale. 
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Bilag 1: 13 spørgsmål fra professoren 
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Bilag 2: Pointgivning til besvarelse af detektionstest 
For alle vurderinger gælder, at hvis der ikke gives 2 eller 1 point, så gives 0 point. Det 
dækker altså både over delprocesser, som slet ikke er udfoldet, eller som er udfoldet med så 
store fejl og mangler, at der ikke kan gives nogen point. 
 
Spm. nr. og  
delprocess 2 point 1 point 
1P 
Gives hvis opgaveteksten afkodes 
korrekt, dvs. hvis det beskrives, at 
tempoet ikke kan være hurtigere end 
Grethes 
Gives hvis der argumenteres for 
andet, eller hvis der skrives 8 uden 
begrundelse. 
2M 
Gives hvis der angives, at der 
skaleres med 

= 1.5, eller hvis 50% 
lægges til 
Gives hvis det kun er delvis korrekt. 
3M 
Gives hvis der opstilles symbolholdig 
ligning/ulighed eller hvis der regnes 
på et eksempel. 
Gives hvis det kun gøres delvist. 
3L 
Gives hvis begrebet renters rente på 
en eller anden vis indgår i 
besvarelsen. 
Gives hvis det kun gøres delvist. 
4M 
Gives hvis formlen opstilles korrekt 
evt. med andre symboler end E og L, 
hvis dette forklares. 
Gives ikke. Her er det enten eller. 
5P 
Gives hvis der nævnes hvad og 
hvordan der måles, samt nødvendige 
antagelser. 
Gives hvis det kun gøres delvist. 
5M 
Gives hvis der indføres symboler for 
de målte størrelse og formel 
opstilles, eller hvis der argumenteres 
med ord, hvilken metode til 
problemløsning der anvendes. 
Gives hvis det kun gøres delvist. 
5L 
Gives hvis der angives et svar på 
baggrund af nogle korrekte 
udregninger. 
Gives hvis det kun gøres delvist. 
5A Gives hvis de angiver enheden 
meter på deres svar. Gives ikke. Her er det enten eller. 
5V Gives hvis svaret valideres på anden 
vis end anvendte metode. 
Gives hvis der kommenteres på at 
resultatet virker fornuftigt uden 
argumenter herfor. 
6M Gives hvis der opstilles korrekte Gives hvis de kun klarer den ene, 
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ligninger/uligheder, eller hvis der er 
redegjort for disse med ord. 
eller hvis de klarer begge delvist. 
6L 
Gives hvis anføres korrekte 
beregninger ledende frem til korrekte 
svar. 
Gives hvis det kun gøres delvist. 
7M 
Gives hvis der anføres korrekte 
beregninger ledende frem til korrekt 
resultat. 
Gives hvis det kun gøres delvist. 
8P 
Gives hvis der på en eller anden 
måde gøres antagelser om 
pizzaernes størrelse, fyld og 
arealpris. 
Gives hvis det kun gøres delvist. 
F.eks. hvis de kun nævner formlen 
for cirklens areal. 
8M Gives hvis der opstilles uligheder 
eller beregnes arealpris. 
Gives hvis det kun gøres delvist, 
eller hvis dette er fejlbehæftet. 
8L 
Gives hvis der korrekt regnes på 
uligheder eller sammenlignes 
arealpriser. 
Gives hvis det kun gøres delvist, 
eller hvis korrekt resultat er angivet 
uden begrundelse. 
8A Gives hvis der er tilføjet enheder og 
angivet resultat. Gives hvis det kun gøres delvist. 
8V 
Gives hvis der på en anden vis 
argumenteres for resultatets 
rigtighed. 
Gives ikke. Her er det enten eller. 
9M 
Gives hvis der opstilles 
funktionsforskrifter for aflønning eller 
hvis der på kvalitativ måde 
argumenteres for 
aflønningsgrafernes udseende. 
Gives hvis dette kun gøres delvist. 
9V Gives hvis forkerte grafer afvises, 
samt korrekt graf påvises. Gives hvis dette kun gøres delvist. 
10V 
Gives hvis korrekt graf påvises ved 
at nævne oscillationer og voksende 
lokale maksima, eller hvis forkerte 
grafer afvises korrekt. 
Gives hvis dette kun gøres delvist. 
11M 
Gives hvis der anføres at forhold 
mellem vægt og volumen er det 
samme, og dette forhold opstilles 
som formel eller med ord. 
Gives hvis dette kun gøres delvist. 
11L Gives hvis der anføres korrekte 
udregninger og svar. Gives hvis dette kun gøres delvist. 
12L Gives hvis udtryk sættes lig med hinanden og løses korrekt. 
Gives hvis der på anden vis er 
argumenteret for et korrekt svar. 
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12A 
Gives ved at angive enhed og 
argumentere for at det er > 40 og 
ikke < 40. 
Gives hvis dette kun gøres delvist. 
13A Gives hvis der af grafen 
argumenteres for korrekt svar. Gives hvis dette kun gøres delvist. 
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Bilag 3: Slides til introduktion til matematisk modellering 
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Bilag 4: De fire MEA’er 
 
Fodboldproblemet 
Du har en ven, der er fodboldtræner for RB. To minutter før tid i en meget vigtig oprykningskamp 
skal RB skyde straffespark. Stillingen er lige, så det er meget vigtigt at RB scorer. Din trænerven kan 
vælge mellem Christian, Emil eller Victor. Han vælger Christian, men desværre scorer Christian ikke, 
så holdet taber kampen, og RB rykker ikke op. 
Dagen efter er der en række ubehagelige læserbreve i lokalavisen. De kræver træneren fyret. 
Skriv et brev til avisens redaktør og beskriv hvorfor fodboldtræneren traf en klog beslutning, selvom 
resultatet ikke blev som håbet. 
   
Træneren har noteret sig følgende fra sæsonens kampe: 
 
Navn Sted på banen Vinkel (se tegning) Højde (er bolden lav 
nok til at gå i mål) 
Christian Straffesparkspletten 18∘ Ja 
  
- 34∘ Ja 
  
- −15∘ Ja 
  - 17∘ Nej 
  - −22∘ Nej 
  - −9∘ Nej 
  - 4∘ Ja 
  - −6∘ Ja 
  - 10∘ Ja 
  - 26∘ Ja 
 
Navn Sted på banen Vinkel (se tegning) Højde (er bolden lav 
nok til at gå i mål) 
Emil Straffesparkspletten 9∘ Nej 
 
- 10∘ Nej 
 
- −5∘ Ja 
 
- 3∘ Ja 
 
- −17∘ Nej 
 
- −10∘ Nej 
 
- 19∘ Ja 
 
- 15∘ Ja 
 
- −2∘ Nej 
 
- −7∘ Nej 
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Navn Sted på banen Scoring 
Victor Ca. 17m til venstre for straffesparkspletten Ja 
  
- Nej 
  
- Ja 
  
- Nej 
  
- Nej 
  
- Ja 
  
- Nej 
  
- Nej 
  
- Nej 
  
- Nej 
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Flisebelægning 
  
Flisekompagniet vil lancere en ny belægning til indkørsler og terrasser. De ønsker fire forskellige 
fliser der tilsammen dækker fladen, men fliserne må ikke være rektangler. 
Der er flere krav der skal overholdes af hensyn til produktionen og håndteringen: 
● Alle sider på fliserne være rette linjer. 
● Fliserne må ikke overskride 1m⋅1m. 
● Hver flise skal have et areal mellem 0,4 m2 - 0,6 m2. 
Flisekompagniet har udstedt en konkurrence om at designe den nye flisebelægning. 
  
Du skal deltage i konkurrencen og designe de nye fliser og dokumentere, at de overholder 
alle kravene. 
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Niveaudeling i matematik eller ej? 
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DBU’s rangliste 
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Bilag 5: 7 nye spørgsmål fra matematikvejlederne 
 
 
Spørgsmål 1 
Et pizzeria serverer to kvadratiske pizzaer af samme slags og tykkelse, men i forskellig 
størrelse. Den mindste har en sidelængde på 20 cm og koster 20 kr. Den største har en 
sidelængde på 30 cm og koster 30 kr. Hvilken pizza giver mest for pengene? Vis, hvordan 
du kom frem til dit resultat. 
 
 
Spørgsmål 2 
100 g slik koster normal 8,95 kr. kiosken “slik-a-lot”. I denne uge kan kunder dog vælge 
mellem to tilbud. Enten kan man få en rabat på 10% af prisen eller også kan man få 10% 
mere slik for samme pris. Hvilket tilbud skal man vælge for at få mest for pengene? Vis, 
hvordan du kom frem til dit resultat. 
 
 
Spørgsmål 3 
Du skal holde fødselsdagsfest og har inviteret 20 gæster. De kommer allesammen. Du vil 
lave en velkomstdrink efter følgende opskrift 
 
 1 del hvidvin 
 1 del hyldeblomstsaft 
 1 del danskvand 
 Isterninger 
 
Hvor meget hvidvin, hyldeblomstsaft og danskvand skal du købe ind, hvis alle 
tilstedeværende skal have et glas velkomstdrink? Vis, hvordan du kom frem til dit resultat. 
 
 
Spørgsmål 4 
Anna tjente så meget på at lave æblemost sidste år, at hun vil lave og sælge æblemost af 
naboernes æbler igen. Prisen hun giver for et kilo nedfaldsæbler er u og prisen hun tager for 
en liter æblemost er i. Hvad bliver fortjenesten f, hvis der skal 5 kg æbler til at lave en liter 
most? Hvad skal i være, hvis hendes fortjeneste skal være 10 kr pr liter most hun sælger? 
Begrund dine svar. 
 
 
Spørgsmål 5 
På et gymnasium i Danmark er der 10 gange så mange elever som lærere. Der er 8 gange 
så mange lærere som teknisk og administrativt ansatte. Opskriv en formel, der giver det 
samlede antal personer på gymnasiet en ganske almindelige dag, hvor ingen elever er syge 
eller pjækker, alle lærere og alle tekniske og administrative ansatte er til stede. 
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Spørgsmål 6 
Rikke, der nu er i endnu bedre form end da hun var i Athen og gå på bakker, skal deltage i 
en duathlon, hvor hun skal løbe 10 km, cykle 40 km og løbe 10 km. Hvad bliver hendes 
gennemsnitsfart, hvis hun cykler dobbelt så hurtigt, som hun løber, og løber med 20 km/t? 
Vis, hvordan du kom frem til dit resultat.  
 
 
Spørgsmål 7 
En terning bestående udelukkende af atmosfærisk luft og med alle kanter lig 4 cm vejer 80 
mg. Hvad vejer en terning bestående udelukkende af atmosfærisk luft, hvor alle kanter er 8 
cm? Begrund dit svar. 
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Bilag 6: Pointgivning til besvarelse af interventionstest 
For alle vurderinger gælder, at hvis der ikke gives 2 eller 1 point, så gives 0 point. Det 
dækker altså både over delprocesser, som slet ikke er udfoldet, eller som er udfoldet med så 
store fejl og mangler, at der ikke kan gives nogen point. 
 
Spm. nr. og  
delprocess 2 point 1 point 
1P 
Gives hvis der på en eller anden 
måde gøres antagelser om 
pizzaernes størrelse, fyld og 
arealpris. 
Gives hvis det kun gøres delvist. 
F.eks. hvis de kun nævner formlen 
for kvadratets areal. 
1M Gives hvis der opstilles uligheder 
eller beregnes arealpris. 
Gives hvis det kun gøres delvist, 
eller hvis dette er fejlbehæftet. 
1L 
Gives hvis der korrekt regnes på 
uligheder eller sammenlignes 
arealpriser. 
Gives hvis det kun gøres delvist, 
eller hvis korrekt resultat er angivet 
uden begrundelse. 
1A Gives hvis der er tilføjet enheder og 
angivet resultat. Gives hvis det kun gøres delvist. 
1V 
Gives hvis der på en anden vis 
argumenteres for resultatets 
rigtighed. 
Gives ikke. Her er det enten eller. 
2M 
Gives hvis der opstilles 
symbolholdig ligning/ulighed, eller 
hvis der regnes på et eksempel. 
Gives hvis det kun gøres delvist. 
2L 
Gives hvis der er regnet på 
mængde pr. pris, og der 
sammenlignes korrekt. 
Gives hvis det kun gøres delvist. 
3P Gives hvis der gøres en antagelse 
om mængde. 
Gives hvis der gøres antagelser i 
form af enheden “del”. 
3M Gives hvis der angives, hvad der 
skaleres med. 
Gives hvis det kun gøre delvist 
korrekt. 
4M Gives hvis f = i-5u opstilles og hvis f=10 indsættes og i isoleres. 
Gives hvis det kun gøres delvist 
korrekt, eller hvis der regnes på et 
eksempel. 
5M 
Gives hvis formlen opstilles korrekt 
evt. med andre symboler end E, L 
og T, hvis dette forklares. 
Gives hvis det kun gøres delvist, 
som fx E+L+T 
6M 
Gives hvis der anføres korrekte 
beregninger ledende frem til korrekt 
resultat. 
Gives hvis det kun gøres delvist. 
7M 
Gives hvis der anføres at forhold 
mellem vægt og volumen er det 
samme, og dette forhold opstilles 
som formel eller med ord. 
Gives hvis det kun gøres delvist. 
7L Gives hvis der anføres korrekte 
udregninger og svar. Gives hvis det kun gøres delvist. 
 
 
